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本 书 是 为 高 年 级 本 科 生 学 习 “ 健 里 叶 分 析 ” 课 程 而 写 的 教材 . 全 书 共 分 六 
章 ,内 容 包括 :预备 知识 ,Fourier 级 数 ,Fourier 变换 与 Fourier 积分 , 共 f 函 
数 与 Hilbert 变换 ,广义 函数 , 缓 增 广义 函数 及 其 Fourier 变换 . 书 末 有 两 个 附 
录 :多 重 Fourier 级 数 ,快速 Fourier 变换 , 为 了 应 用 的 方便 ,本 书 还 给 出 了 两 
个 附 表 , 即 : 一 些 函数 的 Fourter 变换 ,一些 广义 函数 的 Fourier 变换 . 书 中 介 
绍 了 傅 里 时 分 析 在 近代 科技 领域 中 的 应 用 ,并 把 重要 的 应 用 成 果 编 为 范例 ， 
各 章 都 配 有 相当 数量 的 习题 ,为 读者 掌握 Fourier 分 析 的 方法 提供 必要 的 训 
练 . 

傅 里 叶 分 析 有 着 丰富 的 理论 成 果 , 本 书 只 选取 了 最 基本 的 及 较 常 用 的 内 
容 . 虽然 书 中 理论 要 以 实 变 函数 和 泛 函 分 析 为 基础 ,但 作者 力图 采取 比较 容 
易 接受 的 方式 来 讲述 ,以 便于 读者 学 习 , 并 且 对 于 应 用 健 里 叶 分 析 的 读者 来 
说 ,可 以 不 需 做 太 多 的 理论 准备 ,阅读 时 略 去 证 明 过 程 , 直 接 使 用 其 结果 . 

本 书 可 作为 综合 性 大 学 ,师范 院 校 数 学 系 的 教材 或 教学 参考 书 , 也 可 供 
理工 科大 学 的 本 科 生 与 研究 生 、 科 技工 作者 阅读 . 
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优 里 叶 分 析 是 分 析 学 中 的 一 个 重要 分 支 , 在 数学 发 展 史 上 , 吕 
然 早 在 18 世纪 初期 ,有 关 三 角 级 数 的 论述 已 在 D. Bernoulli， 
D'Alembert,L. Euler 等 人 的 工作 中 出 现 , 但 真正 重要 的 一 步 是 由 
法 国 数学 家 J.Fourier( 储 里 叶 ) 远 出 的 , 他 在 著作 《 热 的 解析 理论 》 
(1822 年 ) 中 ,系统 地 运用 了 三 角 级 数 和 三 角 积 分 来 处 理 热 传导 问 
题 , 此 后 ,众多 数学 家 ,如 Dirichlet ,Riemann ,Lipschltz 以 及 Jor- 
dan 等 都 曾 从 事 于 这 一 领域 的 研究 ,不 仅 弥 补 了 Fourier 工作 中 的 
不 足 , 而 且 极 大 地 发 展 了 以 Fourer 命名 的 级 数理 论 , 扩 大 了 
Fourier 分 析 的 应 用 范围 ,还 使 得 这 一 理论 成 为 研究 周期 现象 (各 
种 振动 ,行星 运动 ,波动 与 通讯 等 ) 不 可 缺少 的 工具 .特别 是 现代 实 
用 性 很 强 的 “小 波 分 析 ” 理 论 和 方法 也 是 从 Fourier 分 析 的 思想 方 
法 演变 出 来 的 ， 

Fourier 分 析 在 概念 和 方法 上 对 其 他 数学 分 支 的 发 展 给 予 了 
深刻 的 影响 ,数学 中 很 多 重要 的 思想 和 理论 都 与 Fourier 分 析 的 
发 展 密切 相关 ,正如 A.Zygmund 在 他 的 专著 《三 角 级 数 》 中 指出 
的 : 许多 函数 论 的 基本 概念 与 结果 是 一 些 数学 家 在 研究 三 角 级 数 
的 过 程 中 得 到 的 ,例如 ,现代 正确 的 函数 概念 是 由 Dirichlet 在 研 
究 三 角 级 数 收敛 性 的 论文 中 首先 提出 的 (1837 年 ); 微 积分 教科 书 
上 所 讲 的 Riemann 积分 的 定义 是 由 Riemann 在 题 为 《用 三 角 级 数 
来 表示 函数 》 的 论文 中 明确 引进 的 (1854 年 );1861 年 Weierstrass 
用 三 角 级 数 给 出 了 处 处 连续 而 处 处 不 可 微 的 函数 的 例子 ;19 世纪 
70 年 代 ,Cantor 在 对 三 角 级 数 的 唯一 性 集合 的 研究 中 莫 定 了 点 集 
论 的 基础 ;到 了 20 世纪 初 ,Fourier 分 析 的 研究 还 推动 了 函数 空间 
理论 的 发 展 . 


“Fourier 分 析 ” 作 为 一 门 课程 ,早已 在 国内 许多 高 等 院 校 数学 
系 ( 应 用 数学 系 以 及 概率 统计 系 ) 中 开设 ,然而 始终 没有 恰当 的 教 
材 可 供 使 用 . 国外 的 名 著 如 Zygmund 的 新 版 (三 角 级 数 》 以 及 Bapu 
的 《三 角 级 数 》 员 也 传 入 我 国 , 但 由 于 篇 幅 过 大 ,取材 繁 细 , 只 能 作 
为 参考 书 和 查阅 用 . 又 如 河田 龙 夫 在 70 年 代 所 号 的 《Fourier 分 
析 》 虽 在 国内 有 译本 ,但 从 今日 观 之 ,又 过 于 古典. 就 是 数学 家 陈 建 
功 先生 所 著 的 《三 角 级 数论 》 也 因 年 代 久 远 而 缺少 近代 内 容 . 因 此， 
为 了 提高 教学 质量 ,出 版 这 方面 的 可 用 教材 ,是 一 件 值得 庆贺 的 事 
情 ， 

80 年 代 以 来 ,北京 大 学 数学 系 潘 文 杰 教 授 一 直 执 教 "Fourier 
分 析 ” 课 程 ,积累 了 丰富 的 教学 经 验 . 此 间 , 她 还 参阅 国外 同类 书 
刊 , 不 断 豚 取 先 进 内 容 补充 讲授 .今天 她 将 所 编 讲义 整理 出 版 , 必 
将 为 教学 工作 带 来 极 大 方便 ,为 提高 教学 质量 作出 贡献 ， 

作为 教材 ,以 下 几 个 方面 可 以 说 是 该 书 的 特色 ; 1. 注意 到 与 
先行 课程 的 衔接 ; 2. 为 顾及 不 同 数 学 分 支 的 学 生 学 习 , 主 要 论述 
基本 理论 与 方法 ,并 指出 若干 有 趣 的 应 用 ,附录 中 还 有 实用 快速 储 
里 叶 变 换 ; 3, 用 相当 篇 幅 介 绍 近 代 广 义 函 数 的 储 里 叶 变 换 理 论 和 和 
方法 ,为 更 多 邻近 学 科 应 用 这 一 工具 提供 了 方便 ; 4. 书 中 还 编 有 
相当 数量 的 习题 (其 他 间 类 书籍 中 少见 ), 为 读者 掌握 这 一 内 容 提 
供 实习 的 园地 . 


程 民 德 ” 周 民 强 
1998 年 1 月 于 北京 大 学 


贡 
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本 书 主 要 作为 高 年 级 本 科 生 学 习 “Fourier 分 析 ” 课 程 的 教材 
因为 以 Riemann 积分 为 基础 的 Fourier 级 数理 论 已 经 在 “数学 分 
析 ” 课 程 中 讲述 过 ,而 且 Fourier 分 析 的 经 典 理论 是 在 Lebesgue 
积分 的 基础 上 才 得 以 完善 的 ,所 以 本 书 以 Lebesgue 积分 理论 为 基 
础 . 书 中 的 证 明 经 常用 到 实 变 函 数论 的 一 些 基 本 定理 (控制 收敛 定 
理 ,Fubini 定理 , 微 积分 基本 定理 等 ), 从 而 学 习 本 教材 将 有 利于 读 
者 对 实 变 函 数理 论 的 掌握 与 应 用 .教材 的 部 分 内 容 用 到 泛 函 分 析 
的 一 些 基 本 概念 及 定理 ,这 些 内 容 也 可 以 看 作 是 泛 函 分 析 的 应 用 ， 

本 书 的 内 容 主 要 包括 Fourter 级 数 与 Fourier 积分 (变换 ) 两 
个 方面 , 共 分 六 章 . 第 一 章 是 预备 知识 , 接 下 来 的 三 章 陈 述 Fourier 
分 析 的 经 典 基 础 理论 ,第 五 ,六 章 讲述 广义 函数 及 其 Fourier 变 
换 . 

我 之 所 以 要 把 第 五 、 六 两 章 编 入 本 书 是 因为 在 数学 的 各 方面 
应 用 中 ,Fourier 分 析 的 经 典 理论 已 不 能 满足 要 求 ( 例 如 最 简单 的 
常数 函数 与 多 项 式 函 数 , 其 Fourier 变换 按 经 典 理论 都 是 没有 定 
义 的 ), 而 如 今 广 义 函 数 及 其 Fourter 变换 已 在 现代 科学 的 各 个 领 
域 中 广泛 使 用 . 为 了 使 读者 不 至 于 感到 困难 , 书 中 采用 比较 容易 接 
受 的 方式 介绍 广义 函数 的 基本 概念 (不 涉及 拓扑 线性 空间 理论 ). 
主要 希望 读者 能 够 理解 和 运用 缓 增 广义 函数 及 其 Fourier 变换 ， 
为 此 ,还 专门 编写 了 8$6.4 一 节 , 其 中 包含 了 一 些 把 常见 的 函数 看 
作 广 义 函 数 并 求 其 Fourier 变换 的 具体 例子 .至 于 $5.4 至 $5.7 
及 $6.5 至 8$6.7 等 内 容 , 则 可 视 课 学 时 的 多 少 而 取 合 . 

因为 多 重 Fourier 级 数 有 着 与 一 维 情形 不 同 的 一 些 特 性 ,所 
以 本 书 编写 了 附录 [ ,对 多 重 Fourier 级 数理 论 作 了 简明 的 介绍 . 

3. 


又 因为 在 实际 问题 中 常 需 通过 数值 计算 来 求 Fourier 变换 ,而 从 
1965 年 发 展 起 来 的 “快速 全 里 叶 变 换算 法 则 能 够 使 计算 速度 大 
为 提高 ,得 到 了 科学 界 较 高 的 评价 ,所 以 在 附录 工 中 介绍 了 这 一 算 
法 . 由 于 学 时 的 限制 ,两 个 附录 均 可 不 列 入 教学 计划 内 , 仅 供 读者 
参考 ， 

对 于 Fourier 分 析 在 众多 领域 中 的 应 用 ,本 书 尽量 在 可 接受 
的 范围 内 编 入 各 种 应 用 范例 ,使 读者 能 开阔 思路 ,扩大 视野 . 书 中 
还 编 有 相当 数量 的 习题 ,以 配合 课程 的 教学 ,为 读者 掌握 Fourier 
分 析 的 方法 提供 必要 的 训练 . 

本 人 在 五 、 六 十 年 代 曾 聆听 过 程 民 德 教授 对 此 课 的 讲授 , 书 中 
关于 经 典 理论 的 部 分 参考 了 当年 的 课程 内 容 .本 书 的 出 版 也 是 在 
同行 们 的 鼓励 与 支持 下 才 得 以 实现 的 ,特别 是 周 民 强 教授 ,他 对 本 
书 内 容 的 选材 和 编写 提出 了 许多 宝贵 的 意见 .我 在 此 对 他 们 表示 
谢意 . 由 十 编者 的 水 平 所 限 , 本 书 还 会 出 现 错误 与 不 要 之 处 , 望 能 
得 到 同行 们 以 及 读者 的 批评 指正 ， 


潘 文 杰 
1999 年 2 月 
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第 一 章 预备 知识 


在 “数学 分 析 ” 课 程 中 ,已 经 对 Fourier 级 数 作 过 初步 介绍 ,为 
了 便于 学 习 , 我 们 在 本 章 第 一 节 把 有 关 的 基本 知识 简要 地 叙述 一 
下 . 因为 Fourier 级 数 的 部 分 和 经 过 适当 的 运算 可 以 化 为 Dirich- 
let 积分 的 形式 ,也 就 是 周期 函数 的 卷 积 形式 ,而 且 Fourier 级 数 通 
过 各 种 求 和 法 所 得 到 的 平均 ,通常 也 可 以 化 成 周期 函数 的 卷 积 形 
式 , 此 外 对 于 Fourier 积分 ,类 似 的 问题 也 会 出 现 卷 积 的 形式 ,所 
以 从 本 章 第 二 节 开 始 , 还 将 介绍 卷 积 与 恒 等 通 近 的 理论 . 


$1.1 三 角 也 数 系 及 Fourier 级 数 


我 们 称 级 数 
> 十 2 (aicoskz 十 bsinkr) (1. 1) 
为 实 型 三 角 级 数 , 其 中 Zoyatypx(R 一 1,2,…) 是 实数 列 , 又 称 级 数 


CE (1. 2) 
= 


为 复 型 三 角 级 数 , 其 中 ci 二 0, 土 1, 土 2,…) 是 复数 列 , 40 ,a ,bi(k 
二 1,2,…) 与 cil% 一 0, 土 1, 十 2,…) 称 为 相应 的 三 角 级 数 的 系数 . 
靖 数 系 

1, coszr, SINT,°** ,COSkT, Sinkr,, (1. 3) 

称 为 三 角 函 数 系 , 因为 有 关系 式 
e™” 一 COSI 十 1SINX， 
所 以 也 称 函 数 系 
{e*"} (k= 二 0, 十 1, 十 2,…) (1. 4) 


为 三 角 函 数 系 ( 复 的 形式 ). 

三 角 函 数 系 具有 以 下 特性 ，; 

(1) 周期 性 三 角 函 数 系 中 的 函数 都 以 2rx 为 周期 . 

(2) 正 交 性 它们 在 长 度 为 27 的 任意 区 间 7= (ec,a 十 2r) 上 
组 成 正 交 函数 系 , 即 有 


At 
| sinmzxsinnxdz 二 0，m 关 nn， 


一 其 


nT 
| cosmzcosnrdz 二 0， m4， 
2 
Ti 
| sinmzxcosnzdz = 0， 
= 


| emz elxzd 一 0， mn. 


(将 积分 区 间 换 成 7= (ae 十 2r) ,以 上 各 式 仍 成 立 . ) 

(3) 完全 性 车 有 JEZL(CT), 它 在 [上 与 三 角 函 数 系 (1. 3) 
(或 (1.4)) 中 的 每 一 个 函数 正 交 , 则 f(x) 二 0, a.e. (其 证 明 见 定 
理 1. 1). 

因为 对 给 定 函 数 fEL() ,7 一 (aa 十 2x) ,总 可 以 把 它 延 拓 成 
为 实 轴 上 周期 为 2r 的 函数 ,而 且 使 得 它 在 每 个 长 为 2x 的 区 间 上 
可 积 ,所 以 今后 常 讨论 周期 可 积 函 数 , 我 们 记 

T= {rx;:— NrtRA) 一 (一 并 | 
用 L(T) 表 示 在 T 上 可 积 , 并 且 以 2rx 为 周期 的 函数 全 体 . 又 用 
C(7) 表 示 在 实 轴 上 连续 且 以 2x 为 周期 的 函数 全 体 . 
若 给 定 函数 AE 工 (T) ,三 角 级 数 (1. 1) 的 系数 由 以 下 公式 给 定 


dr 一 = | fer)eoskzdz, 到 一 0 1 2……， (1. 5) 
b, = 二 人 flr)sinkrdzr, 天 二 12， (1. 6) 
则 称 该 三 角 级 数 为 f(x) 的 ( 实 型 )Fourier 级 数 , 记 为 
jz) ~ P+ >) (aicoskz + brsinkr). (1.7) 
1 


其 系数 w 及 6 分 别称 为 f 的 Fourier 余弦 系数 及 Fourier 正弦 系 
数 , 或 统称 为 三 角 型 Fourier 系数 . 同样 地 , 若 三 角 级 数 (1. 2) 的 系 
数 由 公式 


4 =a = 起 | f(r)e wdz (1. 8) 
给 定 , 则 称 该 三 角 级 数 为 了 的 ( 复 型 )Fourier 级 数 , 记 为 
f(z) ~ 2) cre™, (1. 9) 


级 数 (1.7) 与 (1.9) 的 系数 之 间 有 以 下 关系 式 


] 
4o， 人 pL -es 16;) 9 


Co 一 


ci 一 FC a 汪 恺 六 (1. 10) 


注意 到 当 f 是 实 值 函 数 时 ,其 实 型 Fourier 系数 aoyax ,bilk== 
1 ;2,…) 都 是 实数 ,而 其 复 型 Fourier 系数 具有 性 质 


ca= 0 k= 1,2,", 
如 果 7 一 (一 xy) ,有 三 是 了 上 的 偶 函 数 ,那么 ， 
a; 一 志 | 7epeostrdz， k= 0,1,2,.,， 
0 


b; = 0， k= 1,2,.…, 
Fourier 级 数 (1.7) 化 为 余 豆 级 数 


CQ。 一 
一 十 DJ arcoskr. 
2 k=1 


若是 I 上 的 奇 函数 , 则 
a: = 0， k=0,1,2,.， 


pe 各 | fo)sinkzdz, ee 


Fourier 级 数 (1.7) 化 为 正 芝 级 数 


了 
和 > Disinkz. 
天 一 ] 


Fourier 级 数 的 n 阶 部 分 和 为 
S,(z)= SCfz) 一 了 十 2 (aucos&z 十 bisinkz) 


一 c, 十 2 cov 十 > ie 一 Dy ee” ， (1.11) 


此 式 表明 级 数 (1. 9) 的 4 阶 对 称 部 分 和 就 等 于 级 数 (1. 7) 的 2 阶 部 
分 和 ,可 根据 关系 式 (1. 10) 验 证 . Fourier 级 数 的 两 种 形式 各 自 有 
其 优点 ,二 者 都 是 常用 的 ， 

以 下 定理 说 明了 三 角 函 数 系 的 完全 性 . 
定理 1.1 设 fEL(T), 若 了 的 一 切 Fourier 系数 为 0, 即 
se 
则 f(x) 二 0, a.e.. 
证 明 41) 先 设 AECGT),FGz) 为 实 值 函数 ,并 且 对 一 切 &， 
ci( 了 ) 二 0, 由 此 推 证 
f(x) 三 0. 
如 若 不 然 , 即 A(z) 闫 0, 则 必 存 在 点 zo€E[L 一 ,wj, 使 得 
[f(z0)| = .Sup lf C7)| =M>0. 
不 妨 设 f(zo) 一 M. 因为 了 连续 ,存在 6 二 0, 使 得 
f(x) > 3M, YVzeE(rz 一 bz 十 5) 一 了 


现在 考虑 三 角 多 项 式 
P(x) 一 1 十 cos(z 一 >，zo) — cosé, 


它 在 了 内 严格 大 于 1. 取 J 一 | mu 一,zo 十 元 | , 则 存在 >>1，, 使 得 
P(X) 之 r, VY ITE. 
而 对 一 切 x€ Exo 一 ,zo 十 NT, 1PGCz)| 委 1 
按 假定 了 的 Fourier 系数 都 是 0, 因 此 对 任意 三 角 多 项 式 
Q(x) ,必定 有 


| fadz 一 0， 


从 而 对 一 切 人 一 1,2，…， 
rot LL 
| fA P(r)dr = 上 JP*dz = 0， (1, 12) 
容易 看 到 


fP*dx| < oxM .1 = oxM, 


而 当 N 一 十 ce 时 
| 7Pndz > | fpraz > Mr +, 
联合 上 述 两 个 不 等 式 ,可 得 到 
a 


这 与 (1.12) 了 矛盾 .因此 必 有 f(x) 关 0. 

如 果 上 了 是 复 值 连 续 函 数 , 且 对 一 切 &,ce(CP) 都 是 0, 不 难 推 知 
ce 站 =c-eCP 也 都 是 0. 从 而 7 了 的 实 部 与 虚 部 的 Fourier 系数 也 
都 是 0. 由 前 面 所 证 便 知 f 的 实 部 与 虚 部 都 恒 为 0, 即 f 寺 0. 

(2) 设 JEZLCGT) ,对 一 切 ,ce( 门 都 是 0, 那 么 


oD) = 去 | Acodz=。 


作 函 数 

F(z) = | fdi, 
便 有 F(x) 二 0==F( 一 zx). 易 知 F(z) 绝 对 连续 ,以 2r 为 周期 . 记 a 
一 co( 下 ) , 令 

G(7) = F(x)— a, 
则 G(X) 也 是 绝对 连续 函数 ,以 2 为 周期 ,并 且 

co(C) = 和 | Lec) 一 4jdz = 0. 
因为 G'(zx)= 二 f(xr),a.e., 由 分 部 积分 公式 推 知 
cf) = ikci(G), 

所 以 


ci(G) = 一 0， 有 一 十 1， 士 2…. 
由 前 面 (1) 部 分 已 证 的 结果 , 便 知 
G(x) 三 0， 
从 而 xz) 一 CCz) 一 0，ae | 
这 个 定理 也 表明 : 在 对 等 的 意义 下 ,可 积 函 数 由 它 的 Fourier 
系数 所 唯一 确定 ， 
推论 1.2 若 f,gELClT), 有 
ct 人 (站 一 cg)，& 一 0, 士 1, 士 2 
则 f(x) = g(x), ae,， 
由 定理 1. 1 容易 推 得 此 推论 ， | 
一 般 的 Fourier 级 数 定义 是 关于 正 交 孙 数 系 给 出 的 , 设 巨 是 
实 轴 上 具有 正 测度 的 子 集 .( 复 值 ) 函 数 EDL(E)(k=1,2,…)， 
如 果 有 以 下 等 式 成 立 
0， 外 天 1， 


ip) = | hr Ddz = 人 到 一 1， 
就 称 函 数 系 { 几 } 为 如 上 的 正 交 系 , 任 给 ( 复 值 ) 函 数 FE LL(E), 称 
一 浆 | Are id 
为 f 关 于 {J} 的 Fourier 系数 . 级 数 
Sa 
称 为 关于 {yg} 的 Fourier 级 数 , 记 作 
f(x) i Dj cgilz). 


本 书 只 讨论 关于 三 角 函 数 系 的 Fourier 级 数 ， 

在 实际 应 用 的 问题 中 , 常 需要 使 用 给 定 在 任意 区 间 上 的 函数 
的 Fourier 级 数 展开 式 , 为 此 介绍 一 般 周 期 函数 的 Fourier 级 数 ， 

设 f(z) 以 TT 为 周期 (T 汪 0), 在 (一 7T/2,T/2) 上 Lebesgue 可 
积 . 令 FD 一 | 藉 !] , 则 we) 以 2r 为 周期 , 且 属于 工 (一 rz). 我 们 
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用 变量 替换 的 方法 ,可 由 9 在 (一 r,r) 上 的 Fourier 级 数 导出 f(x) 
在 (一 T/2,T/2) 上 的 Fourier 级 数 ,得 到 


xD 
2X 
f(x) > cesT7, 
k= 一 


其 中 Fourier 系数 为 

0 地 上 (z)e-%rdx， (1.8 ) 
关于 以 2r 为 周期 的 函数 所 得 的 结果 都 可 以 转换 到 以 了 为 周期 的 
情形 ， 


车 在 区 间 (a,a 十 T) 上 给 定 一 个 可 积 函 数 f(x) ,我 们 可 以 把 
它 延 拓 成 为 全 实 轴 上 以 了 为 周期 的 函数 ,从 而 可 以 用 上 述 方法 得 
到 它 的 Fourler 级 数 . 


31.2 着 积 


设 Fz) 与 g(Cz) 是 全 上 两 个 可 测 函 数 , 如 果 对 于 几乎 处 处 的 
,积分 | ,f(z 一 y)g(y)dy 存在 ,就 称 它 是 7 了 与 8 的 卷 积 , 记 为 
(fx g)(7z),h 

(f xg)(7x) 一 [和 — y)g(y)dy. 
本 节 将 讨论 卷 积 的 性 质 . 

定理 1.3 设 1 雹 poo,fELI(R"),gEL(C(R'), 则 fxgE 

LA(R") ,并 且 
| fxgl, | fi, gi Chl?) 

证 明 设 1<p 二 co,g 是 p 的 共 思 8 标 , 即 广 十 方 一 1, 用 

Holder 不 等 式 可 得 
x < | ce — Wllecy) ldy 


= [lf — le lhe) ldy 


1/p l7qg 
<| | 一 le)ldy | | lecn ldyj . 
因此 ,由 Fubini 定理 推 知 
| gr) led = | fxg i 


< jal | xc — y)|*lg(y) ldyjdz | 


x | | lecooldy] 


flew (ff — ledr)dy | le lt” 
外 


便 得 (1, 13). 
设 p= 二 1, 根 据 Tonelli 定理 便 可 得 到 (1,13) 式 . 
RTOIE A A 
从 而 也 得 (1.13) 式 ， 1 
更 一 般 地 有 以 下 Young 卷 积 定理 . 
定理 1.4 设 1<p<oo,1<g<oo, 以 及 方 十 广 之 1, 并 且 广 = 


地 十 二 一 1 如 果 fELAR") ,gELAR"), 则 f*gEL(R'), 且 有 


p 
| fxgl,< | fl, lg li. (1. 14) 
显然 , 当 g=1 时 ,(1.14) 式 就 化 为 (1. 13) 式 ， 
这 里 略 去 此 定理 的 证 明 , 只 给 出 下 述 提示 ; 设 f,g 宇 0,p,g,r 
<<co ,把 了 fxg 改写 成 


(三 xxg)Cz) 一 | re 一 yg CY) 。 f(x 一 yp 


S$ gy Ndy i 


6 
3 和 5 由 ' 闸 泥 樟 锚 渤 苗 泌 毕 首 君 .36 诺 半 : 航 了 委 当 ”的 型 
(SLT) ‘WS|7| ‘(7) (GCG *f) = (ZH20 * fd 
目 基 和 2 
> DA/13/'SIST 剖 S$ 工 程 习 
WT sos tl i 
Bt, I 一 7 
斥 炎 从 则 将 划 期 2 半 了 溢 园 2 十 … 十 
w 二 |»| 铁 ' 丫 曼 匆 非 害 交 中 宇和 C2 和 "0 和 D7) 二 2 对 群 重 季 祝 
` 灯 下 冶 轩 有 沁 涝 半 海 毕 首 中 
.DY 业 业 .2D 南 { 身 下 丫 轴 久 疫 是 况 扔 和 半 村 性 当 华 2 出 严 (全 国 
(0 闫 (7)/:7) 丝 宇 : 翌 容 于 备 搞 (7)/ 丫 蚁 ) 示 红 刺 志 个 困 贫 
溺 革 党 单 讶 中 “7 CD) wD 二 wD 其 蛋 判 专 琉 轩 供 辣 疫 妓 游 凶 如 
委 利 单 叔 本 直 碍 届 中 妾 于 工 二 所 科 最 中 上 圭 加 单 帅 曙 查 / 
澳 通 订 甩 由 报 由 徐 上 简 虹 忠 性 次 悍 衣 泛 并 忆 二 莫 谁 暴 坟 展 
相 好 站 痊 下 区 性 妆 寺 莫 悦 车 且 普 林 力 
下 


一 〈Z)(CfoCT) 


和 其 十 
前 简 孵 上 此 妥 /了 隆 调 /7 研 梧 志士 葛 进 王 轩 (727 3.367 汐 证 
所 纯音 < 用 举 8 和 枉 形 : 寺 莫 进 卫 妆 多 关 36 Mi 洛 工 潜 "20 /一 
[上 L: 工 土 疡 一 并 M1a 36 x 了/ 锥 隔 力 ' (7)26 民 注 化 士 阅 
( 科 游 翌 ) 可 3 中 fl 宇 3x*/ 《7) 
{( 科 北 ) a (8 ) 
5 和 滋 号 于 四 ) YY* (83xf/)=(Y* 9 *f (2) 
上 jx# 8 一 了 xj (1) 
地 阐 和 G8)TSY'3'/ 名 


季 各 责 加 业 亲 间 亲 要 论 玫 胡 斑 田中 77 用 及 人 全 "光合 和 
. 漂 目 芭 蘑 思 昌 旺 扎 关 酸 光 主 二 一 全 一 和 二 一 于 = 二 中 话 ' 于 


荔 业 13PIOH 出 “4 闭 和 4 4 疼 尽 士 尖 丫 时 肛 张 及 沙 三 放 刀 座 记 重 


Co, 则 fx .2 连续 ,这 是 因为 ， 
著 1<p<o, 坟 十 语 一 1, 则 
[CF x 9) rth)— (fx .9%) x) | 
=|| .foth yay | ON Cydy| 
= Jif Gth) 0) | uy. 
< eri hd). 1.16) 
由 于 .9% 连续 又 具有 紧 支 集 , 从 而 一 致 连续 , 推 知 
EE HEF- KD) 0 (ho0). 
车 p= 二 1, 由 控制 收敛 定理 可 推 知 
1= | | fz -DLYAGtD -HOT0 0). 
若 2 二 co, 有 
I<lf 四 [G+ Hd 0 (h->0). 


因此 ,fx 2Y 连续. 
其 次 , 设 EEC8,m 之 1, 对 某 个 固定 的 ,1 志 j 二 nn, 令 hh=(0， 
,0,h,,0,…,0) ,由 中 值 定理 推 知 
人 — (fx Hz) [fs | a 


2 | f(0) [Fritth)— (ret)] dz 
RnR" 


了 


= (fi* | (7x) 


dN OH 
三 一 jo 入 -< —1 十 £) Se 2) |d， (1. 17) 


其 中 €=(0,°,0,6,,0," ,0) ,6, 是 0 到 h, 之 间 的 某 个 值 . 由 于 .% 
ECs, 用 证 明 (1. 16) 式 中 的 了 趋向 于 零 同 样 的 方法 ,可 以 证 明 当 上 及 
10 


->0 时, (1, 17) 式 右 端的 积分 收 化 到 零 . 这 表明 Cf * 9%Y)(z) 存 


在 并 且 等 于 | fx S 人 | Ca， 又 由 第 一 部 分 的 证 明 可 知 它 连续 . 由 


此 证 得 定理 对 于 m= 二 1 的 情形 成 立 . 对 于 m 宇 2, 只 要 重复 使 用 上 
述 证 明 便 可 得 到 . 上 

推论 1.6 设 fELIR"),1 志 pjp 亿 o0, 及 EC?, 则 x 
EC™. 

注 在 定理 1. 5 中 要 求 核 函数 .9 具有 紧 支 集 的 条 件 可 以 适 
当 放 宽 , 只 要 能 保证 (1. 16) 及 (1.17) 式 右 端 分 别 趋向 于 0( 当 h->0 
时 ) , 则 同样 可 以 得 到 定理 的 结论 . 例如 : 设 1 和 2p 委 co ,Je 72(R)， 


orECn(R) ,并 且 DYE PCRD ,其 中 方 十 二 一 1， le| 赤 me, 则 可 
以 证 明定 理 的 结论 成 立 . 只 需 注 意 到 根据 平均 连续 性 ,对 1 委 o 到 
oo, 有 

a [ID SE + h) — D0) dt nl 
如 果 设 p= 二 1,fELR") ,VEC”(R") ,那么 还 需 添 设 其 他 条 件 方 


可 得 到 定理 的 结论 . 例如 : 设 9 及 其 直到 m 阶 的 各 阶 偏 微 商都 
一 致 连续 ,或 设 光 有 m 十 1 阶 偏 微 商 且 各 阶 偏 微 商都 有 界 便 可 . 


31.3 恒 等 巴 近 


设 给 定 一 族 核 1-%.).。, 如 果 它 使 得 按照 某 种 意义 ( 模 收敛 或 
点 收敛 ) 有 fx 2 天 当 s 一 0) 成 立 , 就 称 它 是 恒 等 通 近 (appro- 
ximations of identity) 或 卷 积 单位 . 
设 给 定 苹 数 .%(z). 我 们 考虑 函数 族 
Se er 三 |}= | 他，e> 0 


先 研 究 这 样 的 函数 族 的 性 质 . 例如 , 取 


一 


Hx) = Xalr), Bi= {rz€ER'. lz 过 1}， 
即 .2(z) 为 单位 球 的 特征 函数 , 则 


J EE 
VT) ~—E&€ "Xrlce (TX) 一 E 
0， Ix| 宇 &. 


可 见 .9 的 支 集 是 半径 为 的 小 球 , 当 。 越 小 , 支 集 就 越 小 ,但 
2 的 峰值 2-" 却 越 大 ， 
引 理 1.7 若 .YELI(R"), 则 有 


G) | a | MH dz} (1. 19) 
天 有 
Gi) 对 任意 确定 的 6 二 0， 
lim| We (1. 20) 
ge-r0y |z|>8 


证 明 Gi) 由 变量 替换 y==x/e 便 可 得 到 ， 

(i) 固定 6 汪 0, 令 y= 二 zx/e, 得 到 
ee [dx 一 ec | 三 | dz = | Se) [dy. 
当 ES 一 > 时 ,6/e 一 十 co, 因 此 上 式 右 端 趋向 于 零 ， | 

如 果 设 .% 宇 0. (i) 中 等 式 表明 .9% 和 .22 的 图 像 下 面 的 体积 
相同 . 而 Gi) 中 极限 等 式 表 明 , 对 于 很 小 的 。,.%' 的 图 像 下 面 的 体 
积 集中 在 原点 的 一 个 小 邻 域 的 上 方 ， 

下 面 将 讨论 对 于 满足 适当 条 件 的 .2 ,能 使 和 * .一 了 .今后 
6 均 由 (1, 18) 式 给 定 ， 

定理 1.8 设 .YELIR'), 并且 | dz 过 二 

(i) 若 JE7Z2(R) ,1 过 p 二 co, 则 有 


lim | fx.%. ~— fl,=0; (1. 21) 
(11) 若 FEL”CR"), 则 在 了 的 连续 点 z 处 ,有 
lim(f * IH) Cx) = fr). (1, 22) 


证 明 记 f.=f x 
12 


(GD 设 fE12,1 声 p 达 oo, 用 (1.19) 式 及 定理 条 件 得 知 
Hz 一 fa) = | Lf — 7) — fn) IY)dy. 
用 广义 Minkowski 不 等 式 推 得 
p 1/p 
f= (|e fn Idy| dz)| 


17 
中 | [f(x — y)— f(x) dz | “| .Cy) [dy 


R 


<] 
= ml | 本 dz] “log |dt. (1.23) 
根据 平均 连续 性 ,对 每 个 上 GE R", 有 
nm| | 。 [fr es f(x) Idz] 一 0， 
并 且 
| be en) — fon edr] <2 7,, 
因此 用 控制 收敛 定理 便 推 知 (1. 23) 式 右 端的 积分 趋向 于 零 ( 当 e 


一 0 时 ), 从 而 (1.21) 成 立 ， 
(0) 设 fEL“(R"),x 是 f 的 连续 点 ,我 们 有 


AORACOIE MC EA AI 


= [fe = 0) — FD NY) dt. 


(1. 24) 

因为 x 是 了 的 连续 点 , 故 对 每 个 1:€ Rr", 有 
lim|f(x — et) — f(z)| =0, 
并 且 
Loz 一 8) 一 zx) <2) fl,, 
于 是 由 控制 收敛 定理 推 知 (1. 24) 式 右 端 趋向 于 零 ( 当 e->0 时 ), 即 
(1.22) 式 成 立 ， 1 
下 面 讨 论 逐 点 收敛. 
13 


定理 1.9 设 光 (zx)EL(R), 且 
|% dr =1. 
Ra" 


令 

$7)= sup [9% (9)1®, 
假设 VELCGR"), 若 了 EL2CR"),1 声 p 志 00, 则 在 的 Lebesgue 点 
工 处 ,有 @ 

lim(f x -24 x) = f(x). (1. 25) 

证 明 注意 到 y(z) 是 非 负 径 向 函数 , 即 , 车 |zx1 | 二 |zz|， 则 
g(rz) 二 J(z2) ;并且 yl(z) 关 于 |z| 非 增 , 即 对 于 |zj| 王 ”， 记 加 (7) 
二 J(z) ,ol7) 是 7 的 递减 函数 ,可 以 证 明 
Pol7) 一 0 ( 当 r 一 0 或 rr 一 00)， 

这 是 因为 , 若 记 单位 球面 为 > = {zeR": |z'| 二 1), 它 的 面 
积 为 w-, 对 于 ~>0 我 们 有 


dz= | dp | dz 


之 W107)r” 。 二 (1 一 2 一 )， 
当 >~0 或 一 co 时 ,上 述 不 等 式 的 左 端 趋向 于 零 , 从 而 推 知 
rpo(7) 赵 向 于 0. 由 此 易 得 知 ,存在 常数 MI ,使 
br) 魏 MI， rE€ (0,00). 
现在 任意 取 定 f 的 一 个 Lebesgue 点 x; 则 对 任 给 5>0, 可 找 


Q@ 这 里 的 函数 可 以 改 成 为 ， 
px) 一 Cupp le CN = mf{M: |%(y)| EM,a.e. 于 {y! |y| 之 |z|}}, 
A 


符号 esssup 表示 本 性 上 界 . 
@ 定理 若 将 条 件 | .25(z)dz = 1 换 成 [9 (zydz = a, 则 结论 (1. 25) 可 改 成 
lm(f * HN) CX) = af (x). (1. 25’) 
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到 7>>0, 使 得 当 0<r<7 时 ,有 
| 区 If(z—y)— fr)|dy < i. 
上 式 左 端 可 按 球 极 坐 慰 改 写 为 
"|pde | fe — 09) — fon) ldy. 


g(p) 一 ls Iflx— py)— f(x)ldy, 


G(r) = | gop dp, 


由 前 面 所 述 便 知 当 0<=r 志 7 时 ,rz 一 Gr) 过 6$. 我 们 有 
(fx HH) zx) — f(r) 


= | — y)— fr) % (ydy 
过 | fe — fr TY)dy 
3 < 了 


二 | fem» FD I 
>》| 完 7 


= 1 +l. 
先 估计 1. 


| 六 | 委 | — y) — f(z) eg| 之 Jdy 


了? r 
rig)eyl Ee dr 


en] 


2 DGoD]| 二 | 是 [三 | | 大 | copedlw 
ey 
根据 前 面 的 估计 式 得 


r 
E 


J < M6, 
注意 到 yo (ry) 是 减 函 数 ,可 得 


其 中 
rr)” r 2 r 
EE 
和 na- 72. 
—hn | po lp) po" dp = es | gadz. 
因此 | 站 < (M+ Bo. 


rr 
€ 


Ee r 
| 


n 


下 面 估计 7. 今 p=e "yg ¥ . 设 1<p<eo, 方 十 本 =1， 


lS |e wy)dy + ol 人 wood 


|y|>? 


EAA A 


ly| 完 7 1y| 之 Ye 
显然 当 ”7 取 定 E>0 时 ,上 式 右 端 第 二 项 趋向 于 零 , 而 第 一 项 由 于 
Jol7) 的 递减 性 有 


| 49)dy = | pI y) dy 
lyl>» ly|>7 
aq—1 
二 | | 
人 
= CD] | woodyo (eo0). 
| fy 
EA EA 
若 上 一 co, 有 
nl S201) wpdy 
lyi>%/e 


yey)dy 
好 


1? 产 


于 是 , 均 可 得 到 : 当 ce 一 0 取 定 ) 时 ,有 1 一 0, 再 由 6 的 任意 性 ， 
便 得 到 (1.25). 1 


推论 1.10 设 YELCR), 且 | ,Ydr =1. 又 设 存在 一 个 


非 负 径 向 函数 p(x) ELCR"), 当 |z|=r, 记 (7) 二 9(z) ,使 得 (7) 
是 >” 的 递减 函数 ,并 且 
I (x7) | Pr), a.e.r€ER', 

车 EL(R") ,1 声 p 志 02, 则 定理 1.39 的 结论 成 立 ， 

显然 ,在 定理 1. 9 的 证 明 中 把 g(x) 换 成 本 推论 中 的 wz) 所 
有 的 论证 都 成 立 . 

下 面 介绍 Fourmer 分 析 中 一 些 常用 的 核 . 

例 1 Fejer 核 . 令 


2 
Hr) 一 二 | Sm 
显然 .ZE 三 (CR), 且 
2 ER 
| eaz= 支 | | qz = 2 | qr 
R! nT Bg i TT Jo Xz 
到 2|- sin:x |™ [| 2sinxcosz | | 
Tn 时 0 0 
一 | std 一 过 二 和 
开 0 t Tn 2 
又 因为 有 
1 1sinr -1 2 
a et 
取 Ix) 一 二 了 3EL(R), 易 见 它 满足 推论 1. 10 的 条 件 ,因此 对 


于 je 7 过 /和 受 co) 有 定理 1.8 及 定理 1.9 的 结论 成 立 ， 


例 2 Poisson 核 . 令 


P(x) 一 二 


易 见 P(x)EL(R), 以 及 
17 


[eS] 


一 | 


二 | dz 一 a 
NR jw n 


1 二 +z 


我 们 有 
Ee 9 2 RR 
2 | | 一 Te 二 
用 yy 代替 e, 可 得 Poisson 核 P,(x),f 的 Poisson 积分 为 
u(rz,y) = (f ¥ P,)(7r) = | 


TR 
Pa A 
函数 ulz,y) 定 义 在 上 半 平 面 
R’ 一 {(zyy) Iz 和 《一 co0,00),Yy > 0} 9 


注意 到 ， 若 = 一 z 十 iy， 函 数 | 一 :| 在 上 半 平面 解析 ,因此 它 的 虚 部 
元 二 是 上 半 平 面 的 调和 函数 . 从 而 得 知 P,(z) 满 足 Laplace 方程 


oa: oa? 
人 委 这] Po =0 ( 当 y> 0). 


若 JE 己 ,1 委 2 委 c, 则 可 推 得 


oa: 0O2 
人 


ul(T,y)= os | pyx — dz 
一 0 (y> 0) 
(参看 定理 1.5 及 其 后 的 注 ), 即 w(x,y) 是 上 半 平 面 的 调和 函数 ， 
车 f(x) 还 在 (一 co ,oo) 上 连续 , 则 根据 定理 1. 9 推 知 
lim u(rz,y) = f(r). 
因此 w(x,y) 是 Laplace 方程 在 上 半 平 面 的 Dirichlet 问题 的 解 . 
例 3 Gauss-Weierstrass 核 , 令 
.Or(z) = VTer-rz ， 
显然 (XxX)EL, 并 且 


-2dy 过 平 


Re 
|。 
我 们 有 (Gz) 二 (VT/e)e-""/. 取 ce 二 2x VY (1 之 0), 得 到 
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Gauss-Weierstrass 核 


w(xX,t) = (4nt) ze. 
可 验证 w(x, 四 满足 热传导 方程 
Ow Ow 


dr  / 


G(x,t) = | fy)wlzr Oo— y,t)dy. 


今 
满足 例 2 中 所 述 同 样 的 条 件 , 则 类 似 可 得 
aG _ a36 
Or? Ar ” 
limG (x ,t) = f(z), 
这 表明 G(x,) 是 齐 次 热传导 方程 (1.26) 的 Cauchy 问题 的 解 . 
推论 1.11 设 1 委 2 一 co, 则 CCR 在 三 (R) 中 稠密 ， 
证 明 这 里 的 Cr (R) 是 指 紧 支 集 无 穷 次 可 微 的 函数 全 体 组 
成 的 集合 . (函数 f 的 支 集 是 使 f(z) 关 0 的 全 体 点 集 的 闭 包 , 记 为 
supp (有)). 令 


(1. 26) 


1 
pe . Liz |z < 1， 
0O， |z| 之 1， 


可 以 证 明 pE CCR') (习题 5). 取 a=1/( | rz)dz] , 令 yz)= 
aplx), 则 | wzodz 一 1. 若 JEZ(CR) 任 给 S>0, 可 以 取 到 紧 
支 集 函数 gE12(CR") ,使 得 上 ff 一 g 时 6/2. 取 ge 一 5 内 ,加 (zz) 一 
cy 地] , 则 由 推论 1.6 及 习题 2 知 g.E CF (R). 由 定理 1 8 知 
| g 一 g: ~>0Ce->0). 取 到 seo>0, 使 当 0<e<eo 时， 
6 
lg — gl,<5. 
用 Minkowski 不 等 式 便 得 到 当 0 二 e 过 se。 时 ， 


if—gl< lf~—gl,t+ le— gl, 
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即 得 本 推论 的 结论 。 ! 
$1.4 周期 函数 的 卷 积 与 恒 等 允 近 


若 f(x),g (zx) 是 两 个 以 2x 为 周期 的 可 积 函 数 , 它 们 的 卷 积 为 
(fx g) (x) 一 | — yg(y)dy, 


就 有 Cf/xg)(r) 二 (gx 放 (r), 显 然 (f x g)(z) 也 是 以 27 为 周期 
的 函数 . 有 类 似 的 Young 不 等 式 成 立 . 


定理 1.4 设 1<p<%,1<g<o0, 及 十 二 之 1, 如 果 上 与 


8 以 27 为 周期 ,FEL2T),gELDLT), 则 fxgEL(T), 且 
| fxg ,< | fl gl,, 
p 


1 加 1 1 本 1/ 
其 中 二 = 二 二 一 = 和 fonder) 

设 {24(z))} 是 一 族 以 2x 为 周期 的 核 ,如 果 按 某 种 收敛 ( 模 收 
全 或 点 收敛 ) 意 义 有 


lim(Cf * HH,) x) = fx) 
成 立 (ro 是 有 限 数 或 ce) ,就 称 {.9%,} 是 恒 等 允 近 核 , 
定理 1.12 设 周 期 核 {2 ,(zx)} 满 足下 列 条 件 . 
(ai ) | (z)dz = 1; 


(bY) | 0dr < 
(c1) 对 任意 取 定 的 6E (0,xj, 有 
lim| |) 1dr = 0. 


车 FAEZ2(T7) ,1 过 <co, 则 
| ffx,— fl,—>0 (Cr 一 ro)， 
20 


(Cf x.%,) (x) — fz) 


= | oOL — fr) ld 
这 | We a = (rt 


是 | ,Df rt) fx) jd 
$< | 


= T(x) + T(x), (1. 27) 
因为 EL?(T) ,根据 平均 连续 性 ,对 任 给 e 汪 0, 可 以 取 到 5>>0, 使 
当 |z|<<6 时 


(| yc 2 fon) bdr) <e 
取 定 此 6 为 (1.27) 式 中 的 9. 用 广义 Minkowski 不 等 式 推 得 
n= {| Oe) fd 


1/p 
| 
委 Ce. 
类 似 地 可 推 得 
n 1/p 
| 7, 1 | Ecol flr —) — fr) ldz) dt 
< 六 委 天 —x 
A 


由 条 件 (c1) 可 知 上 式 右 端 趋向 于 零 , 而 由 Minkowski 不 等 式 得 
fx 9%,— fl il; + | 7;. 
因此 由 以 上 讨论 便 得 定理 结论 ， 1 
例 1 Fejer 核 


= | 
] 1 Sl 了 
Kl i 
2 
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参见 § 2 5 中 所 指出 ;KK,(《X) 满 足 性 质 (a),(b), (Cc) 及 (ec')， 由 此 推 
知 开 ,(z) 满 足 (al), (bi) 以 及 (ec1)， 
例 2 Poisson 核 


二 本 
P(r,t)= P,() = > 二 2 cosnt 


1—r 


i 2(1 一 2rcost 十 天) 


参见 82.6 中 所 述 ,二 P(r,) 满 足 性 质 (a)，(b) , (c) ,从 而 推 知 它 
满足 本 节 的 条 件 (al),(b,) 及 (cl)， 


$1.5 函数 的 正则 化 = 


设 函 数 y 满足 下 述 条 件 : 
jr) 之 0, rER’, 
Jy ECTR), supp(y) CC BO,1), 


| gc)dz 一 1， (1. 28) 


推论 1. 11 中 曾 给 出 这 样 的 函数 的 例子 . 
我 们 用 Li.《R") 表 示 R"” 上 所 有 局 部 可 积 函 数组 成 的 空间 . 函 
数 了 局 部 可 积 是 指 f 在 R" 中 每 个 紧 集 上 可 积 . 记 


ee | 上 
设 fE Lhe(R"), 且 了 嫩 数 yy 满足 本 节 初 所 述 条 件 .对 于 e 盖 0, 由 公式 
Pd | rez dy 


= | re 一 sy)0Cy)dy 
定义 的 函数 族 {f.} 称 为 了 的 正则 化 . 


@ 本 节 内 容 用 于 第 六 章 , 可 以 等 用 到 时 再 读 
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命题 1.13 设 FE ZeCR) ,六 一 办 , 则 
(1) f.EC™ (PR ) ; 
Qi) 若 了 具有 紧 支 集 , 下 一 supp (六 , 则 
f(x)=0,， 当 z EHR,, 
其 中 
F.=\) Bzr,e), Blz,e)= {y: |y— zx|<e), 


亦 即 supp(f)CF; 
(GuD) 车 在 zo 的 邻 域 BCzxo,e) 中 f(x) 一 C,; 则 f(xo)=C. 
证 明 4) 的 证 明 同 定理 1.5 及 其 推论 . 
由 于 supp (W)CBC0,1) ,我们 有 


f(x) = | fl 一 e9)4C)dy 


因此 可 知 f(xo) 的 值 只 与 f(z) 在 BCzo,e) 上 的 值 有 关 , 由 此 推 得 
QD) 与 ai). | 

定理 1.14 设 上 具有 紧 支 集 ， 

Q) 车 FEZL2(CR) ,1 委 p<oo, 则 六 一 8 内 ECT (CR ), 且 

lim| f — 7.l,= 0; 
(1) 若 了 在 R" 上 连续 , 则 f.ECs (R"), 且 
limf.(x) 0 

在 R" 上 一 致 成 立 , 即 f. 在 Rr" 上 一 致 收敛 于 ff; 

Gi) 若 fEcCc"(R)(2 <co), 则 对 于 多 重 指标 a, |e| 委 mm， 
Df 在 RR" 上 一 致 收 合 于 Df(z) (车 fEC”4R"), 则 以 上 结论 
对 于 任意 多 重 指标 a 成立). 

证 明 (4) 由 定理 1,8 及 推论 1.11 可 得 到 结论 ， 

(1) 由 命题 1. 13 便 知 f.ECe(R"), 因 为 


a a | fle — ey) ~ f(x) 9)dy, 


按 假定 f 连续 且 具 有 紧 支 集 , 便 知 f 在 R*" 上 一 致 连续 ,所 以 由 上 
式 便 可 推 得 (i) 的 结论 . 
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(ii) 证 明 省 略 . 
推论 1. 15 设 开 集 QCR, 紧 集 民 CO, 则 存在 函数 g € 
CY? (R") ,使 得 
supp(8g) CCN, Og) (rE R'), 
g(X)=1 (x€H). 
证 明 车 0 的 补 集 (2 非 空 , 令 
Q 一 CE) 
是 到 0 的 距离 ;车 (2 是 空 集 , 令 d 一 co 
取 sel, 使 得 0<e<<eo, 且 eo 十 ec<d. 作 函 数 
1， 工 Ge 
F(x) -| Ea 
0, XE FR., 
其 中 = U, BCzya). 根据 命题 1.13 可 知 了 的 正则 化 /一 /* 
在 Frc 之 外 等 于 零 , 且 fo EC”CR"). 又 因为 在 Fe 上 f(x)=1， 
所 以 由 命题 1.13 的 (省 ) 可 知 在 Fe -上 f(x) 二 1. 注意 到 Fe 
CQ 以 及 FCF-。. 再 由 下 非 负 及 yy 满足 (1.28), 易 得 


0< fo (x) = | RAS 一 ey ly) dy 


<| wdy—1, zER'. 
于 是 取 g==f. 便 满足 要 求 ， 1 
习 题 
1. 设 fEC(T), 车 了 f(z) 的 Fourier 级 数 一 致 收 仿 , 则 该 级 数 
的 和 为 f(x). 
2. 设 了 与 .2 分 别 具 有 紧 支 集 S,) 与 5S;, 斌 证明 : fx.% 也 
具有 紧 支 集 ,并 且 它 的 支 集 
supp(Cx .%) CS SS,, 


其 中 SI 二 SS = {r= zw! XE Sirs €E S,}, 
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3. 著 fELR) ,ELCR),1<p<o0, 二 二 二 一 1, 证 明 ， 


p 
fx OY 在 R" 上 有 界 并 且 连 续 . 
4. 《1) 设 函 数 h(zx) 定 义 为 
eV/*, XxX>0, 
0 
证 明 h(z) 属 于 C™(R). 
(2) 设 函 数 g(x) 二 h(x 一 a)h(5b 一 x),a<<b, 证 明 g(z) 属 于 
C™(R) ,并 且 支 集 为 La,6]. 
(3) 构造 CY CR”) 中 的 一 个 函数 ,使 得 它 的 支 集 是 一 个 区 间 I 
= {r= (rir2a Ti) :A ST Sb, ,i=1,2,. ,nn). 


5, 设 函 数 


-i |z|<=]1， 
in = 人 人 
证 明 ; ECY? (CR"). 
6, 设 
1， 一 1 过 Xx 过 1， 
0， 其 他 ， 
求 (f x Cr), CF x fx f) (7x). 
7， 对 于 s,t 宇 0, 设 .2 满足 .光宇 0 并且 2 Cs Mt) 一 
A-19(s,t) ,对 一 切 人 人 0, 还 假定 对 某 个 p,1 硅 p 志 0, 有 


[0d a 
(例如 ,对 1 二 p 过 oo, (st)==1/(s 十 起 满足 上 述 条 件 ), 若 令 
(TA) = [fe Gs, Gs > 0)， 
试 证 明 | 
po lip 
其 中 f=(| fe bdr) ， 


fn =| 
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8. 设 26(z) E LCR), | .25Czydz 一 1 并 且 当 |z|->co 时 ， 
Vz) 二 ol|z| .车 ELCR'), 斌 证明: 在 了 的 每 个 连续 点 zo 
处 ,有 

limCf x %) (zo) = f(z0) 
成 立 ,其 中 2 
9. 设 YCz)ELC(R), 及 | 26(Cz)dz = a 车 /ELCR)， 
1 过 p 过 oo ,证 明 ， 
lim | f x* 9% — af ||, = 0， 
10, 设 也 是 R" 中 的 一 个 紧 集 , 对 于 e 二 0, 邻 
D. = U Biz,e), 
其 中 B(x,e) 二 {y€ER": |y 一 ls 设 X(z) 是 点 集 Dz 的 特征 孙 
数 ( 即 ,XCx) 二 1, 对 zED:oX(z) 一 0, 对 ED)， 邻 
?jdy， 
其 中 yy 是 一 个 非 负 函数 ,属于 Ce CR"), 它 的 支 集 包 含 在 闭 单 位 球 
BO; 中 , 且 | ,pCz)dz =1. 试 证 明 :X(z) 属 于 CYCR'), 在 D。 上 
XCz) 二 1, 并 且 支 集 


之 一 


0 ee | 4 


supp(X:) C Ds.. 

11. 设 G 与 G1 是 rr" 中 的 有 界 开 子 集 , 且 G1CG. 试 构造 一 个 
函数 hEC? (CR) 使 得 在 CI 上 hC(r)==1, 并 且 对 G 以 外 的 点 xz， 
h(r)=0, 

12, 设 给 定 连 续 的 权 函 数 w(xz) 宇 1, 试 证 明 : CY (R") 在 
L2(R") 中 稠密 ,其 中 fEL2CR") 的 模 为 


f= {| fn) oc)dr) 
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第 二 章 Fourier 级 数 


本 章 将 在 Lebesgue 积分 理论 的 基础 上 进一步 讲述 Fourier 
级 数 的 理论 及 其 应 用 . 

首先 介绍 Fourier 系数 的 性 质 ,其 中 包括 对 于 某 些 类 型 的 函 
数 估计 其 Fourier 系数 收敛 于 零 的 速度 . 其 次 研究 Fourier 级 数 的 
中 心 问题 :对 于 以 27 为 周期 的 可 积 函 数 f(x), 讨 论 其 Fourier 级 
数 在 什么 条 件 下 收敛 ,是 否 收 全 到 f(z) 等 问题 ,也 就 是 Fourier 级 
数 的 逐 点 收敛 与 发 散 的 问题 . 随后 介绍 在 函数 的 间断 点 附近 ,由 于 
晃 数 的 Fourier 级 数 不 一 致 收敛 而 出 现 的 Gibbs 现象 . 由 前 面 的 
讨论 可 知 ,函数 的 Fourier 级 数 在 某 些 点 处 可 能 是 发 散 的 ,为 了 研 
究 它 们 能 否 在 某 种 平均 意义 下 收敛 ,我 们 进一步 讨论 两 种 常用 的 
求 和 法 (算术 平均 求 和 法 与 Abel 求 和 法 ), 然后 讨论 到 中 函数 的 
Fourier 级 数 在 L? 模 意 义 下 的 收敛 性 及 Parseval 等 式 等 问题 . 最 
后 介绍 Fourier 级 数 的 各 种 应 用 和 例子 ， 


§ 2.1 Fourier 系数 的 性 质 
先 介绍 Fourier 系数 的 一 些 初 等 性 质 ， 
定理 2.1 设 太 geEZLT), 若 
f(x) yay > ce, g(r) a > ， de’, 
= = 
则 
(D af (x) + bg(x) ~ 2 lac bdi)e™', 
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(ii) f(— zx) ~ Y) cie™, 


是 二 一 om 


(ili) Fr) ~ 2 ce, 


天 一 一 oo 


(iv) f(z +h)~ >，cuewevri 


由 三 一 上 > 


(Vv) ef(z) ~ 2 crne* (nn 为 整数 )， 
(v1) 对 任意 整数 &, 有 
EGA 


(vi1) 设 了 在 L 一 x,xj 上 绝对 连续 , 则 


证 明 根据 cs 的 定义 ,并 利用 积分 的 线性 性 质 以 及 积分 变量 
替换 ,不 难得 到 (i) 至 (iii). 下 面 只 证 明 (iv) 至 (vii) 四 个 结论 ,其 余 
结论 证 明 省 略 , 

Gv) 去 | fa 十 hye-wd 


Ch 


A (t+) 
过 | | Ac 十 1)e-wcerodt 


CEG 如 


1 " nt —kt = 机 —1(k—n)t a 
(v) 2 | 。 fCQ)e “dt 一 x _f (De di 一 ct 


(vi) ler] = 去 | fe 


1 4 
< 元 | fw 1dr. 
1 i — kt 
(vil) | (te “dz 
一 计 [f Ce 
一 Li&ci， 
类 似 的 计算 可 得 到 
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加 Sa ly 上 fe wdt | 


ai(f') = kb(f), blf') 一 一 kalf), 
推论 2. 2 设 有 .ELT) ,=1,2,…, 且 lim 7, 一 了 ,==0, 则 
当 j->co 时 ,clf,) 关 于 一 致 收 钙 于 ce( 方 ， 
此 推论 由 定理 2. 1 的 (vi) 即 可 推 得 . 
定理 2.3 设 f,gEDCT), 则 (fx g) (zx) 也 是 在 T 上 可 积 且 
周期 为 2r 的 函数 ,此 外 还 有 


lfxghh Ahh gh. 人 
车 f~ 2ycew, g ~ 2ydrew, 则 
(fx g)(z) ~ > 2ncdiew. (0 


证 明 《fx g)(zx) 的 周期 性 是 显然 的 ,为 了 证 明 它 可 积 只 需 
用 (2. 1) 式 ,而 此 式 不 过 是 Young 不 等 式 的 特殊 情形 (请 参看 
§ 1. 4). 

用 Fubini 定理 及 函数 的 周期 性 容易 得 到 

ofx@)=E| | | fo — atdle dz 


一 元 | ate | yc 二 De ndz |dt 
一 2Nncsdi. 
因此 有 (2.2) 成 立 ， 1 
下 面 介 绍 一 个 重要 的 定理 . 通常 被 称 为 Riemann-Lebesgue 
引 理 . 
定理 2.4 设 fELCR),4 是 实数 , 则 当 4> 十 吕 , 或 4 一 oo 
时 ， 


1 = | fr)erdz—0. 

证 明 “因为 紧 支 集 的 阶梯 函数 全 体 在 工 (R) 中 稠密 ,所 以 对 任 
意 给 定 的 e>0, 存 在 紧 支 集 的 阶梯 函数 f(z) 一 cx yz) 
使 得 加 
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| -Aldz< 二 
对 以 上 取 定 的 六 ,存在 N, 当 lj|>N 时 ， 
> | erar 


J=1 5 


更 
2 [3 
| 所 i < 


三 ayewdz| 要 


有 出 
J=1 


于 是 , 当 |4|>V 时 ， 
[Xf) |< 


e! 人 


_ [fz) 一 fr) Jerdz| 


十 


0 fr)erdr | 


2 e. | 


注 人 JEZ(R), 则 当 4 一 十 co( 或 一 co) 
时 ， 


XCf ya,5) = | fcr)erdz —0 


关于 a,b 一致 (a,b 是 实数 ,或 者 是 十 0 与 一 00). 
我 们 只 要 注意 到 有 


k k 


> a edz| 去 >， le;l* 
/一 1 


epoeraz| 本 1! Nb) 1a|， 

其 余部 分 的 证 明 与 原 定 理 类 似 ， 

推论 2.5 设 AGE 了 (一 rr) , 则 ,lm cx 有 二 0, 同 时 有 

limai(f) =03 limb, Cf) 二 0. 

我 们 只 要 假定 f 在 (一 x,7) 以 外 为 零 , 便 可 由 定理 2. 4 得 到 
此 推论 。 | 

如 果 对 函数 假定 更 强 的 条 件 , 则 可 以 更 进一步 来 估计 收敛 
于 等 的 速度 ,为 简便 起 见 , 今 后 说 周期 是 指 以 2x 为 周期 ,说 周期 函 
数 可 积 是 指 它 在 一 个 周期 上 可 积 . 
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定理 2.6 设 f(x) 为 周期 函数 ,并 且 它 的 (m 一 1) 阶 (m 宇 1) 
微 商 在 [一 x,x] 上 绝对 连续 , 则 


ci(f)=0 1 


a 


|， es (2.3) 


特别 ,车 了 绝对 连续 , 则 a ol 而 | ,这 里 的 小 o 表示 c 是 比 


硫 [ 高 阶 的 无 穷 小 量 . ai,bs 有 同样 的 估计 式 ， 


证 明 设 兰 王 1, 由 定理 2.1 的 (vii) 知 
ct 万 ) 一 ikc,(f), 


即 cf) = ) (#0) ,而 由 推论 2.5 便 知 ciCP) 一 o(1) , 故 
CC | 而 | 2 


对 于 mx 宇 2, 只 要 注意 到 有 
cf™) = (ik)"c(), 
用 上 述 方法 类 似 可 证 ， 1 
对 于 周期 函数 f(x) ,我 们 称 
w(S) = wl6;f) = Su [f(z++h) Cm fr)| 


一 TO 


ws = sup, | f(z + hh) — fr)ldz 


为 f(z) 的 积分 连续 模 . 如 果 存 在 常数 C ,使 得 
lwC6;D)| Ce, 

其 中 0 委 魏 1, 就 称 f(x) 满足 a 次 的 Lipschitz 条 件 , 记 作 AGE 
Lipa. 容易 看 到 ,如 果 f 周期 连续 , 则 w(6; 放 是 6 的 不 减 函 数 , 且 
lmw(6 ;7) 一 0, 

如 果 了 周期 可 积 , 则 w1C6; 放 是 6 的 不 减 函数 , 且 
Lime (0,7) 一 0. 


SO— 


定理 2.7 设 fELCT), 则 
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lacD1 生 去 加 曾 串 . (2.4) 


a4( 了 ) ,br(f) 有 相同 的 估计 式 ,但 常数 让 换 成 却 . 若 了 还 是 连续 的 ， 
则 


ccP | < 地: 


(2. 5) 
a4( 放 ,br(f) 有 相同 的 估计 式 , 但 常数 三 换 成 1. 


证 明 由 变量 替换 “一 :十 ,可 得 


oD= 去 | eeredz= 一 去 | 人 :+ 
把 cf) 这 两 个 表示 式 相 加 再 除 以 2, 得 到 


oD = 去 | [ro 一 州 z+ 再 | jd 
于 是 


二 Lig 
Ilan) | dz 
VL 
< 和 | 谷川 


当 了 连续 ,由 上 面 的 第 一 个 不 等 式 便 可 推 得 (2. 5). 用 (1.10) 可 得 
ap 的 估计 式 ， 


| 
我 们 把 [一 ,wj 上 定义 的 有 界 变 差 函 数 类 记 为 BV. 设 AE 
BV, 它 在 [一 x,xJ 上 的 全 变 差 记 为 VCf)=V (了 ). 
定理 2.8 设 周 期 函数 /EBV, 则 
lelf) | 
证 明 作 变 换 可 得 
ci(f)= 去 | flr)e-wdz = 去 | 十 证 | e-we 一 丛 mdz， 
其 中 e- 而 "一 (一 1)… 对 于 任意 整数 j, 把 c 关于 ) 与 ) 一 1 的 两 个 
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1 
TaT Ff) (2. 6) 


表示 式 相 加 再 除 以 2, 得 
1)x 


1 全 7 
aD1< 走 上 /z+ 曾 ]- f+ 人 
对 于 /一 一 |&| 十 1，…，0,1，… …， | 上 | ,我们 把 相应 应 的 21k| 个 不 等 式 
两 边 分 别 相 加 ,再 除 以 21&| , 便 得 到 


dx. 


la fl 3 ee > f[z+ 本 | 
Ss 9 Hi 
Rp 


< ER 4|k| 


PO i 


例 1 设 消 数 
LEY ss |. 一 工 魏 工 委 天 ， 
并 且 了 以 27 为 周期 , 求 f(x) 的 Fourier 级 数 ， 
解 ”因为 了 是 偶 函 数 , 故 
b= 0, k= 1,2,., 


do 二 2 | zaz = 
TT Jo 
2 x 
人 一 二 | zeoskzdz 
Nn Jo 
= 二 [ sinkx 一 号 ad ] 
-一 人 开 5 i x 


ee 


2 7 5 


k= 1,2,... 


从 而 
Tn 4 ey cos(2k 一 1)z 
I 
这 里 的 了 在 [一 x,x]j 上 绝对 连续 ,可 以 对 照 定 理 2. 6 的 结果 . 
例 2 设 函 数 f(x) 为 
f(x)=zx, 一 < 所 工 挟 T， 
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并 且 f 以 2x 为 周期 , 求 其 Fourier 级 数 . 
解 ”我们 有 


从 而 


这 里 的 fE BV ,但 不 是 绝对 连续 . 可 以 对 照 定理 2. 8 的 结果 . 
$ 2.2 ”Fourier 级 数 的 收敛 性 


本 节 将 考虑 Fourier 级 数 的 逐 点 收敛 问题 ,只 介绍 最 常用 的 
结果 ,不 失 一 般 性 ,我 们 假定 /是 实 值 函 数 ， 
设 fEL(T)， 
f(r) ~ > ee 
将 有 丧 的 纹 数 记 成 Sef ve, 它 的 部 分 和 为 


S,(x)= 3 Cie” 二 去 | fo) > ee(z 一 0d 
站 二 一 nn 


是 二 一 


I f(D, x — dt. (2.7) 
我 们 记 
1 et Ee 人 ta 十 1 
D,(t)= pe ps ox 1 er 

] sinin 十 je 
Rn t 庆 2J7,， 
2 ] 

和 sin 了 (2. 8) 
1 
27 (27 十 1)， t= 271T， 
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其 中 j 为 整数 ,DD,(z) 称 为 Dirichlet 核 , 它 是 周期 为 2x 的 连续 偶 国 
数 ,(2. 7) 式 右 端 的 积分 称 为 f(x) 的 Dirichlet 积分 ,由 (2.8) 式 经 
过 逐 项 积分 计算 可 得 


| DQ)dt = 1. (2, 9) 
因 D(z) 是 偶 函 数 ,部 分 和 还 可 改写 成 
St)= Fx DI = | ez 一 DDGDd 


| Ce 二 引 十 f(z Dd 


一 2 | gD, Wd, (2, 10) 
0 
其 中 
g(t) = [f(x+) i (2. 11) 


定理 2.9 (Gi) (Riemann 局 部 化 定理 ) 吗 数 了 的 Fourier 级 
数 SCf,z) 在 一 点 zo 处 的 收敛 性 质 只 与 在 zo 的 任意 小 的 邻 域 
内 的 函数 值 有 关 . 

(1) 级 数 SCf,z) 在 zx, 点 收敛 于 s 的 充分 必要 条 件 是 对 任 一 
确定 的 6(0 二 6 二 x) 有 

lim | [ea — s |]D,(t)dt = 0. 
证 明 GQ) 由 (2.9) 及 (2. 10) 得 到 
和 | [ew 二 本 (2. 12) 
由 此 可 知 ,S,(z) 收 敛 于 * 的 充分 必要 条 件 是 上 式 右 端 的 积分 趋向 
于 零 .由 三 角 函 数 的 公式 得 
1 
n -| 了 |: 加 


sin 


一 sinnt 十 二 5 (2. 13) 
1 2 
2s1n 万 2tan D3 


对 于 SGE(0,r),(2.12) 式 可 改写 成 
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sinntdr 


$ P(t) 一 "pr (t)—s 
qzZo) 一 3 一 | et nid 十 1 | SN 
i nT Js 


0 
tan 五 tan 玉 
2 2 


汪 二 | [ms 二 s |cosntdz 


6 op. (1) 下 
| 0 十 了 十 了. (2, 14) 
tan 了 


 (£) 
因 tan (tb/2) 在 [3,z] 有 正 下 界 , 故 5c75 在 [3,x] 上 可 积 ,又 


[pb2) 一 sj 在 L0,xj 上 可 积 , 于 是 由 Riemann-Lebesgue 引 理 便 可 
推 知 当 n 一 oo 时 ,了 及 I 都 趋向 于 零 ( 但 它们 趋 于 零 的 速度 与 点 
Xo 有 关 ), 即 有 


4 1 (1) 一 
So -二 | 一 一 


。 de ly Ry 


0 
tan 一 


2 
由 此 可 见 ,是 和 否 存在 s 使 得 S,Cxo) 收 敛 于 ss, 只 取决 于 在 (zo 一 6， 
zo 十 人 3) 的 值 . 
(ii) 与 前 面 类 似 可 推 得 


人 
SCz0) —s =2 | [gsGD 一 习 D.G)d + ol1), 


从 而 (让 ) 的 结论 成 立 ， | 

由 (2.15) 可 推 得 以 下 推论 ， 

推论 2.10 设 f€EL(T) 且 

f(x)=0, YrE (ab) CE nr, rn], 

则 limS,(z) 一 0, 对 一 切 工 和 (ap)， 

由 此 可 知 , 如 果 两 个 函数 在 ze 的 一 个 小 邻 域内 的 值 相等 , 则 
不 管 它 们 在 此 邻 域 以 外 的 值 是 如 何不 相同 ,它们 的 Fourier 级 数 
在 zo 处 或 收敛 于 同一 个 值 , 或 同时 发 散 , 我 们 知道 Fourier 系数 是 
与 函数 在 (一 r,x) 上 几乎 一 切 点 的 值 有 关 的 ,从 而 上 述 两 个 郑 数 
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的 Fourier 系数 可 以 完全 不 同 , 但 它们 的 Fourier 级 数 在 xz。 处 的 
收敛 性 却 相同 . 这 样 的 结果 是 不 容易 料想 到 的 ， 

下 面 讨论 Fourier 级 数 逐 点 收敛 的 条 件 . 

定理 2. 11(Dini 判别 法 ) 若 有 ,对 某 个 8>>0, 使 得 下 述 积分 
为 有 限 
| (2. 16) 
式 中 pg.(2) 由 (2.11) 给 定 , 则 级 数 SCf,z) 在 点 z+ 收敛 于 s, 即 

S,(z) 一 5 (7 一 co). 
证 明 令 
1 1 


a € [— ,rx|\(0), 


i 


0， ! 一 0， 
不 难 验证 g(b) 在 [一 r,rx] 上 连续 ,从 而 有 界 , 由 Riemann-Lebesgue 
引 理 ,(2.15) 式 可 以 改写 为 
Sn(X) 一 3 一 | [ee 二 | Pod 十 ol(1). (2.17) 

若 Dini 条 件 (2. 16) 成 立 , 由 (2. 17) 式 再 用 Riemann-Lebesgue 引 
理 , 便 推 得 S,(x)->s (no°0). | 

为 了 今后 使 用 方便 ,介绍 以 下 引 理 . 

引 理 2.12 存在 常数 M, 使 得 对 于 任意 常数 a,8, 有 


’ sd | 之 MM. 
特别 , 当 M=6 时 上 式 成 立 ， 
证 明 ”因为 是 偶 函 数 ,所 以 只 需 对 于 0<a<b 证 明 结论 ， 


首先 , 设 1 三 a 二 5b, 用 积分 第 二 中 值 定理 得 知 ,存在 SE La,5j， 
使 得 


5 ei é 
| SU a 二 | sintdt = 一 (cosa 一 cosE)， 
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" sint] 


p< 
其 次 , 设 0 二 a 才 b 声 1， 2 gn 
o<| dg | di<1. 
其 余 的 情形 为 0<a 委 1 委 2, 这 时 有 
pat |< a+ 中 dt < 1 十 2 3 
总 之 , 若 0 委 < 委 0, 取 M=3 便 得 结论 . 若 a,5 为 任意 常数 , 取 
M=6 便 有 结论 成 立 . 1 


定理 2. 13(Jordan 判别 法 ) 设 f 在 点 的 某 个 令 域 Lx 一 6， 
Z 十 Gj] 上 是 有 界 变 差 的 (6 这 0), 则 Fourier 级 数 SC(f,zx) 在 x 处 收 


化 于 二 LfCz 十 0) 十 J(z 一 0)] 如 果 x 是 了 的 连续 点 , 则 级 数 
SCf ,zz) 收 全 于 f(x)， 

证 明 因为 了 在 [x 一 6,x 十 6] 上 是 有 界 变 差 的 ,所 以 f(x 十 
0) ,f(z 一 0) 显 然 存 在 . 令 $Y := 地 [f(z+0) 十 f(x 一 0)], 则 函数 %Cz) 


一 多 (一 是 [0,5] 上 的 在 界 变 差 数 ， 它 可 以 表示 成 两 个 增 函 数 
的 差 


bi) = ht) ~— h, lt). 
当 co 二 0 时 ,我 们 记 JCzxo 十 0) 为 J( 十 0), 因 为 5( 十 0)= 二 0, 所 以 总 
能 取 到 增 函 数 户 人 z) ,hs(z) ,使 得 h1( 十 0)= 二 hs( 十 0)= 二 0, 从 而 hh (2)， 
hz (zt) 在 L0,6] 上 非 负 , 于 是 , 任 给 e>0, 可 取 到 0 >0, 使 得 当 0<<z 
魏 和 时 ， 
Oh() <e, j= 1,2. 

不 妨 设 6 二 6. 对 以 上 的 而, 可 取 到 充分 大 的 NN, 使 得 当 n 宇 N 时 ， 
(2.17) 式 中 的 o(1) 项 小 于 e. 把 gyG() 的 表示 式 代 人 人 (2.17) 式 ,可 得 


2 
2 | 他 sinnt 
|S, (x) 一 对 | 六 5 2 gy | + €. 


对 右 端 头 两 项 用 积分 第 二 中 值 定理 ,有 
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2 | fs sinnt 2 上 sinnt 
2 | ae t oy x 1/01) se 
9 nd] sint oM 
Ss jm es 


其 中 0 委 名 委 0 ,AM 是 引 理 2. 12 中 的 绝对 常数 . 综 上 所 述 ,得 
A n 之 NN,， 


即 有 定理 的 结论 . 如 果 f 在 点 z 连续 ,那么 上 述 ,二 f(x)， 
推论 2.14 Gi) 若 在 点 zo, 存 在 G>0, 使 得 有 


二 二 -LS PR 
flzs tt) — fn) =0| | CY 


则 SCf ,xo >fr0) (n>00). 

Qi) 若 有 a 之 0, 使 得 

jz 十 日 一 jz 一 OOCi (~ 0), 

则 ,SiCf xo) 悦 f(zo) 《n>o0). 特别 ,着 a 二 1, 即 了 在 x 点 是 Lips- 
chitz 连续 的 , 便 有 9,(C 太 ro)- 一 xzo) (nn 一 00). 

(ii) 车 f(x) 在 x6 处 可 微 , 则 

SCf ,70) > f(x0) (2 一 co)， 
Gv) 若 周 期 函数 A(z) 在 [一 x,xj 上 逐 段 单调 , 则 对 任意 点 x， 


CE FLf(z | 


(这 就 是 Dirichlet 判别 法 ). 

证 明 《iD 取 ;s= 二 f(zo), 满 足 Dini 条 件 (2., 16), 根 据 Dinl 判 
别 法 可 得 结论 ， 

(u) 由 Dini 判别 法 可 推 得 ， 

(iii) 由 了 了 在 ze 处 可 微 , 则 有 

flxo th) 一 yzo) = Oh), 

归结 为 Co) 中 a==1 的 情形 . 

(iv) 用 Jordan 判别 法 可 推 得 ， 引 

例 1 §2.1 的 例 1 中 的 f(z) 在 每 点 Lipschitz 连续 ,因此 由 
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推论 2. 14 的 (ii) 可 得 以 下 等 式 ， 
于 cq cos(2& -一 1)x 
lz| = 于 一 和 了 


工区 上 一 并] 


(2 有 一 1)2 ? 


图 2.1 图 2.2 


例 2 设 f(z)= 坟 (wn 一 z) ,0 二 zx 过 2 计算 得 
25 一 0， 此 一 0 1 2 


bb 二 塘 ， k= 1,2,, 


了 f(z) 在 开 区 间 (0,2x) 上 每 点 是 可 微 的 ,从 而 以 下 展开 式 成 立 ; 
1 ~ sink 
Sa DR 


在 z=0 及 z=2x 处 ,级 数 的 和 为 0( 见 图 2. 2). 在 上 述 展开 式 中 ， 
令 x 一 万 ,得 到 Leibniz 级 数 
oe 
4™1~ 3+ 和 
注意 ,以 上 关于 Fourier 级 数 收敛 的 各 种 判别 条 件 都 是 充分 
条 件 . 


§ 2. 3 Fourier 级 数 的 发 散 及 Lebesgue 常数 
当初 ,Fourier 在 研究 热传导 问题 时 引导 出 Fourier 级 数 , 他 


兽 以 为 对 任意 函数 f(z), 其 Fourier 级 数 都 收 合 .后 来 Dirichlet 
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对 于 收敛 条 件 进行 了 研究 ,给 出 了 Dirichlet 判别 法 (1829 年 ). 在 
Dirichlet 的 研究 工作 之 后 的 许多 年 里 ,人 们 以 为 任何 一 个 连续 函 
数 的 Fourier 级 数 都 收敛 到 该 函数 自身 ,但 是 Du Bois-Reymond 
(1873 年 ) 给 出 了 一 个 连续 函数 , 它 的 Fourier 级 数 在 某 点 发 散 . 其 
至 他 们 还 举 出 了 一 个 连续 函数 , 它 的 Fourier 级 数 在 一 个 (处 处 笛 
密 的 ) 无 穷 点 集 上 发 散 . 这 一 发 现 引 起 人 们 的 震动 , 那么 ,是 否 存 在 
函数 ,其 Fourier 级 数 几乎 处 处 发 散 ?A,.Kolomogorov(1926 年 ) 证 
明了 :; 存在 fEL( 一 x,7) ,其 Fourier 级 数 处 处 发 散 . 

但 在 很 长 的 时 间 里 ,人 们 仍然 不 知道 ; 连续 函数 的 Fourter 级 
数 是 否 一 定 几 乎 处 处 收敛 ?直到 1966 年 ,L. Carleson 证 明了 : 若 f 
E LX 一 x,7), 则 它 的 Fourier 级 数 在 几乎 处 处 的 x 上 收敛 于 
f(x). 1967 年 R.A. Hunt 把 此 结果 推广 到 LL?( 一 n,m),p 放 1. 在 
[一 xx] 上 连续 的 函数 显然 属于 (一 x,7), 因 此 它 的 Fourier 级 
数 必 定 几乎 处 处 收敛 . 

关于 Carleson 结果 的 证 明 过 程 相当 复杂 ,这 里 不 作 介 绍 . 下 
面 给 出 关于 存在 连续 函数 ,其 Fourier 级 数 在 某 点 发 散 的 两 个 证 
明 ,其 中 一 个 用 存在 性 的 方法 , 田 一 个 用 构造 性 的 方法 . 


记 Dae 加 |D, C(t) |di, (2. 18) 


称 工 , 为 三 角 图 数 系 的 Lebesgue 常数 . 
定理 2.15 以 下 估计 式 成 立 : 


ee 各 [i OY (2. 19) 
其 中 OO 人 (1L) 表 示 有 界 量 ， 
证 明 在 下 式 中 今 zx 一 2y, 得 到 
区 | ID,() d=2 [1D laz 


= 二 | 
= 二 | 


| 


sin 


dzx 
zr 
sin 二 


2 
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siny 


sin(2n 十 DY ay 


2 Tm/2 
el 


令 g(y)== i 一 二 ,>E| 0 于 ] ;可 以 证 明 gCy) 在 [0， 也 | 上 有 界 ， 


因此 由 上 式 推 得 , 当 ”~>co 时 ， 
2 f”“ |(sin(22 + 1)y) | 
2 dy + 0(1) = 1, + O00). 


L, = 
了 
在 上 式 五 中 令 三 (2 十 1)y, 得 
_2 es Sintld ~ 荔 坟 (mi [sint | , 
T so gr t 
a a [3 US) | J 人, 下 
bn ds ( 令 上 一方 5 十 5)， 
Ft 
sin s, k= 27, 
oo- 和- 
其 中 wils sin os a 
/一 0,1,2,… nwsE| 0 到] .显然 
Te 
0 


注意 到 若 p>1se|0, 王 | , 则 


1 1 3 2 加 
ee 一 开 十 3 和 十 在 刘 AT 
2 2 2 2 
而 当 & 一 0， 


3 uo(s) 了 sins 
| 
是 一 个 有 限 数 ,可 以 并 到 有 界 量 O(1) 中 .因此 了 工 可 以 化 为 
2 1 (3 
a 7 | zfs)ds 
寺 全 
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+ Dj) | 1 0 
pa 十 5s 3 
2 2 
一 E> Os 
由 于 > 十 一 十 co, 上 式 第 一 个 等 号 右 端的 第 二 部 分 可 归 到 O41) 
中 ,再 由 
天 一 lmz 十 OG)， 
便 得 到 


4 < 1 4 
一 天 入 00)= 丰 ln +00). | 


定理 2.16 存在 周期 连续 孙 数 fEC(T) ,使 得 S,(f ,x) 在 某 
点 发 散 . 

证 阴 只 需 证 明 存 在 FEC(T) 使 得 在 x 二 0 点 5,C7 0) 发散. 

(1) 用 存在 性 的 方法 . 把 


wf = 587,0) = | FD, Wd 
看 作 C(T) 上 的 连续 线性 泛 函 ,可 以 验证 其 范 数 
ls 
假如 对 每 个 fEC(T) ,极限 
limw,(f) = limsS,(f,0) 


都 存在 ,根据 共鸣 定理 的 推论 (Banach-Steinhaus 定理 ) 推 知 
人 wv) 有 界 .但 由 定理 2.15 已 经 知道 全 v 由 三 { 蕊 无 界 . 因此 
至 少 存在 一 个 f€EC(T) ,使 得 {S,《f,0)}) 极 限 不 存在 . 


(2) 用 构造 性 方法 . 令 $Y 8(z) 一 六 (zx 一 Z) 0<7Y<2ri8(7) 一 


0,z 一 0 或 z=27x, 并 以 2r 为 周期 开拓 到 全 实 轴 ,由 $2.2 例 2 知 
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8B(T) ~ 5 EL， 
g(x) 在 [一 x,x] 上 是 有 界 变 差 的 ,由 后 面 的 定理 2. 21 的 (ii) (或 本 


章 习 题 第 3 题 ) 可 知 部 分 和 S,(g ,x) 一 臻 有 界 : 
| Sea 入 Mt， 1 一 1],，2…，xZ 和 [0 ,2r ]. 
对 于 1 委 m< 2 ,考虑 如 下 的 三 角 多 项 式 


Qn CX) = Sd cos(m 十 1)x oi cos(m 二 nm 1)x 
a [ 守 和 十 nn 十 Dx - cos(m 十 nn 十 2)x 
1 2 


加 六 COS (7 十 2 | 


n 


~[cosCm 二 nm Nr—costmtntt zr] 


有 1 
1 :3 


了 


SI1D 7 并 


一 2sin(m 十 (2. 20) 
(2, 20) 式 右 端 的 和 式 正 是 S.C(g ) ? 由 S,(g ,Z) 的 有 界 性 推 知 
[Qtr) | 2M, x € [0,2x], (2. 21) 
如 果 取 两 列 上 升 的 自然 数列 (m4} 与 {m1} ,使 得 
ny 十 2n. 之 7IZ4 二 1 9 (2. 22) 
并 作 级 数 
> 让 Qn (7) (2. 23) 


那么 由 (2. 21) 知 此 级 数 一 致 收敛 . 倘 奇 记 它 的 和 函数 为 (x), 则 
f(z) 必定 连续 . 由 条 件 (2. 22) 可 知 三 角 和 多项式 Q。 所 含 单 项 式 
的 阶 数 不 会 互相 重合 . 因此 若 把 (2. 23) 写 成 三 角 级 数 的 形式 ,根据 
级 数 (2, 23) 一 致 收敛 便 可 推 知 它 就 是 f(x) 的 Fourier 级 数 , 即 


cos(m 十 1)x a cos (mi 二 ni — 1)z 


f(r) ~ | 


十 


COS7I12] 并 
nl 
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Cos(m 二 nl 下 cos (mi 十 2721) 工 


下 
COSMm1X cos(m; 十 ?2 一 1) 工 
天 2718 9 k? 人 1 
cosmz 十 十 1)xz cos (ma + 2ni) i 
k? bd 1 ks 人 ny 


特别 ,在 取 m4 二 2 ,m4 二 2ms 时 ,显然 满足 条 件 (2. 22). 

下 面 说 明 5,(f,7) 在 x==0 处 发 散 .容易 看 到 S44,《f,0) 一 
0, 而 

Sud tt yO) 让 二 十 … 十 六 十 1 
| 
了 

可 抑 部 分 和 8S,CF,0) 没 有 极限 , 即 f 的 Fourter 级 数 在 zx 一 0 处 发 
散 , 不 过 这 时 5S,(f,0) 还 是 有 界 的 . 车 取 mi 二 2 ,4 二 2m4， 则 部 分 
和 SS,(f,0) 无 界 . 1 


ln2 之 ln2. 


之 [nn = 


$ 2.4 在 间断 点 附近 的 性 质 


Gibbs 现象 


若 有 界 变 差 的 周期 函数 f 有 间断 点 zo, 则 了 的 Fourer 级 数 
在 任意 包含 zx。 的 小 区 间 上 不 可 能 一 致 收敛 . 因为 Fourier 级 数 的 
部 分 和 总 是 连续 的 ,而 连续 函数 列 一 致 收敛 的 极限 也 是 连续 的 . 19 
世纪 末年 ,J. W. Gibbs 在 回答 一 位 物理 学 家 对 于 有 间断 点 的 函数 
f 用 连续 函数 S, Cf,2) 来 代替 所 产生 的 疑问 时 ,指出 了 这 种 不 一 
致 收敛 的 缺点 . 此 后 ,关于 Fourier 级 数 在 函数 了 的 间断 点 附近 出 
现 的 这 类 现象 就 称 为 Gibbs 现象 . 

为 了 阐述 这 一 现象 ,我 们 先 考虑 以 下 函数 


1， 0 过 Xn, 
fr) 让 之 一 0， 士 T， (2. 24) 
一 1， 一 < 二 0， 
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它 的 Fourier 级 数 为 
sin(2k 一 1)z 
J rT) 一 > ok—1 Es 1 9 
由 Jordan 判别 法 知道 部 分 和 s, (yy,z) 收 全 到 ylz).xz=0 是 yy 的 
间断 点 . 我们 将 研究 部 分 和 


Si(z) = 2 7 《So(z) = So li(z)) 


在 z 一 0 附近 的 性 质 。 因为 它 是 奇 函 数 ,我 们 只 需 在 L0,rx] 上 考虑 ， 
又 因为 Son-i(Cr 一 2Z) 一 oz) 所 以 只 在 L0,r/2] 上 讨论 即 可 ， 
Sa-1(Cz) 只 含有 限 项 ,是 连续 可 微 的 ,通过 逐 项 微 商 得 


21(Z) 一 和 Dlcos (28 — 1)z 
£=1 


4 SIn2&7 一 sin2(k 一 1)z 
二 全 > ss A 


人 2sinz 
__ 2 sin2nz 
x sinr ’ z 天 0， 
从 而 我 们 有 
sin2nt |, 
Dm-1(T) 一 | 中 sint 


容易 得 知 S| 年 | 一 0,4 一 1,2,…,n. 根据 微 商 的 性 质 可 以 判定 


名 一 天 是 Sao_i(Cz) 的 极 值 点 , 当 丰 为 奇数 时 它 是 极 大 值 点 ,当天 
访 术 站 有 它 是 极 小 值 点 (4S;,_1(7x) 的 极 大 值 从 左 向 右 减 小 ,而 极 小 
值 从 左 向 右 增 大 , 见 图 2. 3). S»,_1(z) 在 z==0 右边 的 第 一 个 极 大 
值 点 是 x 人 ?==x/ (2n) ,在 这 点 的 极 大 值 为 

Sy 2 -二 人 sin2nt |, = 三 | sint i 


sint ts i 
2nsin 一 


2n 


= 二 | 党 Zn jy 
TJo i t 
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因为 对 于 4E (0,r) 有 


zt 
2n ws 2n 
1 I i 
Su 2n 2n 
所 以 由 控制 收敛 定理 便 推 得 
hmSo_1(z") 一 2 | Sidr = 1. 17898…. 


现在 来 说 明 SCz) 和 收敛 于 %Gz) 的 特性 .对 于 充分 小 的 5 
0,Sw_iCz) 在 [9,x/2] 上 一 致 收敛 于 wz)5 而 在 L0,8] 上 其 收敛 是 


不 一 致 的 , 即 不 论 多 大 ,都 有 一 个 点 zt? 二 去 ,使 Sw_1(X) 在 这 


点 达到 一 个 峰值 ,其 值 大 约 为 1.17898, 它 比 y(zx 中 )==1 的 值 大 约 
超出 18%. 当 n->oo 时 ,达到 峰值 的 点 xz?” 趋 近 于 零点 .这 种 现象 
就 是 Gibbs 现 象 ( 关 于 在 [5,w/2j 的 一 致 收敛 性 见 $ 2.5 定理 
2. 21). 

以 上 对 一 个 特殊 的 函数 阐述 了 Gibbs 现象 ,对 于 一 般 情形 可 
给 出 如 下 定义 ; 

假设 函数 列 {f,《7z)) 在 (zo,xo 十 h) 收 钙 于 极限 f(x),h>0, 并 
且 Arzo 十 0) 存 在 . 假若 有 以 下 不 等 式 成 立 
Lm f(x) > ro 十 0) (或 lim f(x) < fro 0)), 


月 一 > + x= 


Mx, 
2 一 YX 十 0 TIT0 十 人 
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就 说 对 于 {f(x)} 在 点 ze 的 右 半 邻 域 有 局 部 的 Gibbs 现象 . 对 于 
左 半 邻 域 有 类 似 的 定义 . 

定理 2.17 设 周 期 函数 F(z) 在 [一 r,r] 上 是 有 界 变 差 函数 ， 
若 [ 一 rz] 上 的 点 Xo 是 f 的 间断 点 一 了 (zzo 十 0) 一 rzo 一 0) 天 0， 
并 且 存 在 0, 使 f 在 (zo 一 有 ;xo) 及 (zo, zo 十 hh) 连 续 , 则 了 的 
Fourier 级 数 的 部 分 和 {S,(CA,z)) 在 zo 的 邻 域 有 局 部 Gibbs 现象 . 


证 明 不 妨 假 定 f(zo) = 让 [f(zo+0) 十 f(z 一 0)J. 作 本 数 
LE 5 se 


其 中 y 由 (2.24) 给 出 . 容易 验证 g(x) 在 zo 点 连续 ,从 而 g(x) 在 
(zo 一 h ,xo 十 h) 连 续 , 并 且 在 [一 x,x] 上 是 有 界 变 差 函 数 . 因此 , 根 
据 $ 2.5 定理 2.21,S,(《g ;Xz) 在 (xo 一 有 ,zo 十 h) 内 的 闭 区 间 上 一 致 
收敛 . 因为 


S,(g ,x) = S.Cf ,7) 2 5 Spx 3 Zo]， 


由 {S, (0z 一 zo))} 在 zo 的 邻 域 有 局 部 Gibbs 现象 我 们 可 推 知 
{S.《f,z)} 在 zo 的 邻 域 有 局 部 Gibbs 现象 ， | 


$ 2.5 算术 平均 求 和 法 


在 $2.3, 我 们 指出 了 连续 函数 f 的 Fourier 级 数 可 能 在 某 些 
点 发 散 , 并 且 知 道 存在 可 积 函 数 , 其 Fourier 级 数 处 处 发 散 . 这 样 
一 来 ,就 有 必要 研究 发 散 级 数 的 求 和 法 ,以 便 我 们 能 按 某 种 意义 给 
出 一 些 发 散 级 数 的 和 ,本 书 只 介绍 对 Fourier 级 数 特别 有 意义 的 
两 种 求 和 法 :算术 平均 求 和 法 及 Abel 求 和 法 . 

本 节 介 绍 算 术 平均 求 和 法 . 设 给 定 序列 56。,S1,…,S,,… ,考虑 
其 算术 平均 


a 喜 pS 
人 
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n= 0, 1, 2，…， 
如 果 0,->S (n->co),S 是 有 限 数 , 就 称 序列 {S,} 可 算术 平均 求 和 


于 3. 设 S, 是 级 数 Du 的 部 分 和 , 若 0,>5S ,就 称 此 级 数 可 算术 平 


均 求 和 于 $. 这 时 , 记 5, = DJ, 就 有 


Ce 人 Nee 加 
二 | k)us 
对 kh , 
= 2 (1-4) (2. 25) 
i 
3 m= FI (2. 26) 


用 数学 分 析 的 方法 不 难 证 明 : 车 级 数 >)u 收 化 , 即 它 的 部 分 
和 5S, 一 Sn 一 oo), 则 有 0 一 S(n>co0), 但 道 命 题 一 般 不 成 立 . 例 
如 ,级 数 (一 1) 是 发 散 的 . 因为 当 w=27 时 ,S, 一 15; 当 nm 一 21 十 


1 时 ,8, 二 0,] 二 0,1,2,…. 但 容易 算得 : 当 w>oo 时 ,0, 一 二， 


下 面 考 虑 Fourier 级 数 的 算术 平均 求 和 ,. 由 于 Fejer 对 这 个 问 
题 做 了 有 成 效 的 研究 ,所 以 算术 平均 求 和 法 称 为 Fejer 求 和 法 ,有 
时 也 称 为 (C,1) 求 和 法 . 


设 fEL(T), 它 的 Fourier 级 数 部 分 和 是 S,(x) 一 》) ce”， 
Si i | 
wz) 一 元 让 IT24S4(z) 一 | Em 
由 (2. 10) 得 
Gu (7 ) 一 o,f ;x) = 


ce (2, 27) 


1 


二 下 DY) 
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| 


1 如 
(fx ce 二 


=- | f(r — DK (2. 28) 


, sin|4 十 玄 ] 


1 < 1 
i 


5 t 
0 2T sin 


1 1 “\ COski 一 cos(k 十 1) 
n+!1 t 


2r sin 4 一 0 2sin S 


1 1 一 cos(2 t+ 1)t 


3 
4 sin 二 | 


人 n+ 1z): 
2 


_ 1 
二 一 人 ; (2. 29) 


SIn 


K, (4) 称 为 Fejer 核 . (2. 28) 式 右 端的 积分 称 为 F(z) 的 Fejgr 积 
分 .天 ,GD 以 2 为 周期 ,并 具有 以 下 性 质 ， 
(a) 天 ,之 0 K,(—i)=KkK,(t). 


Cb) | 0 


n 十 1 
2 “ 


A 
|[K,(t) [SS 0<it<x,A 是 常数 . 
性 质 (a) 与 (b) 是 显然 的 . (c) 的 第 一 部 分 由 (2. 29) 中 第 一 个 等 式 以 
及 | Di CD | 之 将 汪 ! 推 得 ;第 二 部 分 由 (2. 29) 及 sint 之 和 1 


(c) |[K,(t) | 二 t>0; 


| o<r<3| 推 得 . 从 性 质 (c) 的 第 二 部 分 可 以 得 到 : 


(c') 对 任意 取 定 的 SGE(0,r) , 令 
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AM,(6) = ,UPR [Kt) |， 

有 limM,(0)=0, 

根据 KK,(z) 的 性 质 可 以 推导 出 以 下 定理 : 

定理 2. 18(Fejer 定理 ) 设 fE€L(CT). 

(i) 在 了 的 连续 点 xz 处 ,f 的 Fourier 级 数 可 算术 平均 求 和 于 
了 f(z), 即 

oT) > f(x) (2 一 oo); 

在 了 的 第 一 类 间断 点 xz 处 


ps ES FL/ a 各 


(ii) 设 在 (a,6) 上 连续 , 则 o,(z) 在 (a,5) 内 任 一 闭 子 区 间 上 
一 致 收 伍 于 f(z) ;车 EC(T), 则 6,(x) 在 [一 x,w] 上 (在 实 轴 上 ) 
一 致 收敛 于 f(x). 

证 明 (i) 设 z 是 了 的 第 一 类 间断 点 , 令 S 一 去 [Cz 十 0) 十 
f(x 一 0)], 由 性 质 (a),(b) 推 知 

| K,(t)Sdt 一 | KG . 2Sdi, 


0,(X) 一 四 一 | {[flz 和 +t) om f(z+t 0)] 
十 [fro—) Oo fr om 0)]).* K,(di, 
lo 人 oz) 一 SI 有 | [fe to — fort 0) 


十 |JFz 一 间 一 xz 一 0)| 天 (dt 一 了 工 
任 给 e>0, 存 在 SG>0 足够 小 ,使 得 当 0<z< 9 时 ， 
17z 十 昌 一 jz 十 0)|1 天 e， 
[f(r—t)— f(r—0)|<e. 
取 定 这 个 5, 将 1 写成 


4 6 n 
1=[ =| +| = 三 +P， 
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式 中 各 积分 的 被 积 函 数 都 与 了 上 相同. 可 得 到 
IL|<2e | Rod < 2e 上 K, (di = 26， 


[11< M,C) | [pc | | 
二 |f(z 二 0)| 二 | f(x — 0)|]Jd 
SM (2| fo ld t+ rlfer + 0)| 


十 |f(z— 0)D)). 
由 (ec') 得 知 当 mn 一 co 时 I, 一 0. 综合 可 得 当 n 一 co 时 1->0, 即 


limo, (zx) = 5, 


若 了 在 z 点 连续 , 取 S=f(z), 其 证 明 与 上 面 类 似 . 

(ii) 设 了 在 (4a,5) 连 续 , 从 而 在 (a,5) 的 任 一 闭 子 区 间 上 一 臻 
连续 . 设 [a,8]C (a,6), 对 任 给 e 汪 0, 存 在 6 汪 >0, 使 得 当 |t| 志 6 时 ， 
(f(r+t)— fr)| <e, YrE€E [ea,Bl. 

我 们 有 


lo = FDS | fe = fn) 1K, Gd 
=- | f(D — fn 1K)d 
< 分 


十 | [f(z —2) — f(r)|K, Cd 
dS lx 


Er 1 十 1,， 
于 是 对 一 切 xELa,B], 有 


nl<el 


令 MM 二 max |f(z)|, 则 
| 


Kidt < e， 


| 


nl <M (| Ifo la + 2nM). 


从 而 根据 (c' )， 当 nco 时 ,关于 xE [ae,8] 一 致 地 有 7 趋向 于 零 . 
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综合 起 来 得 知 o,《zx) 在 La,B8] 上 一 致 收敛 于 f(z). 设 fEC(T), 由 
前 面 讨论 显然 推 得 所 述 结论 。 1 

推论 2. 19(Weierstrass 第 二 定理 ) 任 一 连续 周期 函数 ,可 用 
三 角 多 项 式 一 致 通 近 ， 

证 明 设 fEC(T), 由 定理 2.18 的 (iD 可 知 ov(z) 在 [一 x,r] 
上 上 一致 收敛 于 f(x). 而 o(z) 是 由 三 角 多 项 式 作 算 术 平 均 所 得 ,所 
以 它 也 是 三 角 多 项 式 ， 1 

为 了 从 Feler 定理 导出 关于 Fourier 级 数 一 致 收敛 性 的 推论 ， 
先 证 明 以 下 定理 , 


定理 2. 20(Hardy 定理 ) 若 级 数 y\w 可 算术 平均 求 和 于 有 
限 值 5, 并 设 加 
lull 寺 A/n (= 1,2,.%), 
其 中 4 是 常数 , 则 > lw, 收 化 于 5. 
证 明 我 们 考虑 如 下 表示 式 
On,k 一 (So we Si) (2. 30) 


它 叫 做 延迟 的 算术 平均 ,其 中 是 非 负 整数 .不 难 用 算术 平均 来 表 
示 它 : 


re 一 让 [CS 十 …… 十 Sa 一 CS 十 … 十 SO 


= 二 [Gn 二 二 Dow — (n+ 1)0,] 


= 0, , > 0,) 二 Ontks (2, 31) 


如 果 我 们 取 正 整数 列 ,使 得 当 w 一 oo 时 ,号 有 界 , 则 根据 


(2. 31), 由 mw 一 3 便 推 知 cu 一 5. 此 外 ,(2. 30) 式 可 化 为 
rs S, 十 天 [CS 一 3) + 二 (S44 — 5,)] 


53 


= 由， 十 > (zi 十 … 十 Wt) 


k 


Ea 由， 十 2 J 十 utr), 
从 而 
10 S | 二 2 | | 过 A (2. 32) 
的 整数 部 分 . 必 存 在 足够 大 的 mo, 使 当 # 之 no 时, 咏 二 有 界 ( 因 为 


[zx] 宇 zx 一 1). 如 前 所 述 ,可 推 知 me 一 SCe~>co). 而 由 (2. 32) 式 可 
推 得 


lo — S,| Ae (n 之 n0). 

综合 这 两 个 事实 , 便 得 limS, 一 S， 1 

定理 2. 21(Dirichlet-Jordan) 设 f(r) 以 27 为 周期 ,并 且 在 
[一 x,xj 是 有 界 变 差 的 . 

(i) 设 f 在 (a,56) 上 连续 , 则 在 (4a,5) 内 任 一 财 子 区 间 上 ,S,(f， 
XZ) 一 臻 收敛 于 f(z); 

(ii) 部 分 和 5S,《f,x) 一 致 有 界 , 即 有 常数 MM, 使 

[S.Cf 7) | SM, rE[— nn),n = 0,1,2,.. 
证 明 4) 根据 定理 2. 8 知 


1 a 


于 是 由 定理 2. 18 的 (ii), 以 及 定理 2. 20 中 的 (2. 31) 式 与 (2. 32) 
式 , 便 可 推 得 结论 ， 

(ii) 因为 有 界 , 由 o,4z) 二 (fx 民 ,)(r) 及 KK, (zt) 满足 条 件 
(a),(b), 便 可 推 知 o,(x) 一 致 有 界 .由 |cs| 夺 4A/|k|, 再 用 (2. 27) 
式 就 推 知 S,(z) 一 致 有 界 . | 

在 实 变 函数 理论 中 ,我 们 知道 , 设 f/f€L(a,5), 若 对 zoE (a， 
5b), 有 
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im 并 | Wi ee (2. 33) 


成 立 ,就 称 zo 是 f 的 Lebesgue 点 ,并 知 可 积 函 数 在 (a,6) 中 几乎 
一 切 点 是 Lebesgue 点 . 利用 这 一 概念 ,可 得 到 Fejer 求 和 的 进 一 
步 结 果 ， 

定理 2. 22(Lebesgue) 设 fELCT), 则 

(GD 在 了 的 Lebesgue 点 zo 处,f 的 Fourier 级 数 可 算术 平均 
求 和 于 .fxzo), 即 

lima, (zo) = f(zo0); 
(1) 了 的 Fourier 级 数 几乎 处 处 可 算术 平均 求 和 于 f(x). 
证 明 (i) 设 zo 是 的 Lebesgue 点 , 记 
Wt re tt fe) (0 


由 (2. 33) 推 知 
Ah 
| Ig ld 一 o(1) (h > 二 0). (2. 34) 
于 是 
Or(Zo) — f(xo) = (f x K,) (ro) 一 f(x) 


| K, (DLf (xo —t) — f(zo) dt = | Ky, Cd 


= | Kg de + [KY Cd 


= 
将 天 ,(z) 的 性 质 (c) 改 写成 
IK,() | 委 72， |K,(t)| < 总 (n> 1,0 二 1 过 7). 


(2. 35) 
我 们 用 (2. 35) 的 第 一 式 及 (2. 34) ,得 


7, | af [gi Ct) |di > 0 (n> o0). 


邻 Gt) = | wo ldw, 用 (2.35) 的 第 二 式 ,然后 作 分 部 积分 ,得 
到 


A re I$, 00)| 
SA | ed 


1 
_ AIBr) a| n 
bade 
用 (2. 34) 可 推 知 上 式 右 端的 第 一 部 分 趋 问 于 零 ( 当 7->co 
时 ). 
下 面 证 明 第 二 部 分 也 趋向 于 零 . 由 (2. 34) 知 ,对 任 给 的 二 0， 
存在 充分 小 的 S>0, 使 得 当 0<tS9 时 ,有 


0 过 0 一 se 


24 「 BU) 
/ 


n l/n £3 


dz. 


把 积分 分 成 两 部 分 ， 


YL i 人 2 = fs 2 DD) 


di, 


由 十 十 | 吨 


分 别 估 计 得 
工 | di < <<|， dt 8 1 


a 
n n 


;£3 
取 定 8 之 0, (2. 36) 式 右 端 括号 内 为 固定 值 , 当 充分 大 ,可 使 得 
(2. 36) 式 右 端 小 于 e, 综合 以 上 所 述 , 即 得 
lim[o, (xo) 一 f(zxo)|= 0. 
(1) 由 于 fEL(T), 从 而 几乎 所 有 的 点 是 f 的 Lebesgue 点 ， 
根据 GO) 便 知 


| Se 回 工 | ed (2, 36) 
nn 他 


limo,(x) = f(x), a.e.. | 


根据 上 一 章 的 定理 1. 12, 可 以 得 到 关于 按 L? 模 收敛 的 如 下 
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结果 . 
定理 2.23 设 jE7P(T) ,1 委 p<co, 则 了 的 Fourier 级 数 部 
分 和 的 算术 平均 按 L* 模 收 敛 于 f(x), 即 
lim| f — o,f) ,= 0. 


注 fEI2(T) 是 指 f(z) 以 27 为 周期 ,并 有 旦 | 了 |*ELCT). 


§ 2.6 Abel 求 和 法 与 Poisson 积分 


本 节 介 绍 Abel 求 和 法 . 设 给 定 级 数 > wi, 假定 宕 级 数 
4(r) = Sur (2. 37) 
在 0<r<1 是 收敛 的 ,如 果 当 一 1 一 0 时 ,4() 有 极限 S, 就 称 级 
数 3 可 Abel 求 和 于 S:. 


先 讨论 级 数 收敛 与 Abel 可 求 和 的 关系 ,以 及 算术 平均 可 求 和 
与 Abel 可 求 和 的 关系 ， 


定理 2.24 若 级 数 > yw 收敛 于 5S, 则 它 必 可 Abel 求 和 于 $. 


证 明 记 S, 二 了》 wln 之 0), S_i 一 0. 由 假定 limsS,=S,S 


k=0 


为 有 限 数 , 易 知 (2. 37) 中 的 级 数 在 0 二 r 过 1 处 收敛 , 可 以 证 明 有 以 
下 等 式 成 立 ; 对 于 0 二 7 过 1， 


A(r) = Se = (1 一 7) (2, 38) 
这 是 因为 {5S,) 为 有 界 列 , 从 而 (2, 38) 式 右边 的 级 数 收敛 ,我 们 有 
Dr = 28, — Sr = Sgr 一 ys， 


nn 二 0 


» | 
二 Sr 一 SS = (1 一 7) 六 9 
n=0 n= 人 0 n=0 
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r < 1)， 可 得 


一 0< 


用 此 式 以 及 等 式 Sr 


如 一 


4(r) 一 3 = a=n 0, — S)r. 
e>0,， 存在 正 整 数 N， 使 得 当 ”>>N 时 ,有 


由 于 5S,>S ,于 是 对 任 给 
| 人 将 上 述 级 数 分 成 两 部 分 
A(r) ~ S= (1 A 一 S)r" 二 + (1—7) 3 (S, — S)r 
和 一 个 n 二 NN 十 1 


二 了 十 了 ， 
可 得 
[7,| 寺 e(l—r) > cDre 
n=N+ 
(2, 39) 


ee 
这 里 N 固定 , 令 ”一 1 一 0,(2. 39) 式 右 端 趋向 于 零 . 从 而 便 得 
lm A(r) = S$. | 


六 -上 一 


定理 2. 25 车 级 数 wus 可 算术 平均 求 和 于 S, 则 它 必 


Abel 求 和 于 '$， 
证 明 由 笑 级 数 的 性 质 2 当 0 和 1 时 有 
= 2 (2 Dr 


一 =- Dr 
并 二 人 0 


De a 


n=0 


1 
按 假 定 O, nn 十 1 2 
Sp 
汉 一 人 [Oo 十 Do 一 wo] 
2 一 0 (2 一 co)， 


S = DS = (+ 1)0,. 
k=0 
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根据 o 收敛 及 $,=o(z) ,用 (2.40) 的 第 二 式 , 可 推 知 级 数 》) Sr 
及 > So7 收 伍 (0<r<1). 我 们 用 (2. 38) 及 其 证 明 方法 可 得 
Se (1 一 了 ) Sr 一 《1] 一 A 讽 
天 一 个 用 一 人 用 开 一 人 


= (1 —7) D+ 1)ouz”. 
再 用 (2. 40) 的 第 二 式 便 得 
A(r) — $= Pur —S 


n= 人 0 
= (C—O) Do,— Sr (2.41) 


用 定理 2. 24 中 类 似 的 方法 ,可 由 此 式 证 明 
J 
注意 ,定理 的 逆 命 题 不 成 立 . 由 Abel 可 求 和 不 能 断定 算术 平 
均 可 求 和 . 例如 讨论 级 数 


1 一 2 十 3 一 4 十 二 2》 (一 1)"(n 十 1). 
计算 得 到 
yom 二 Mm 十 1， Somt+1 = Cm 十 1)， 
Ozmt+1 一 0， Ogm 一 


可 见 o 不 收敛 ， ee 但 它 却 Abel 可 求 和 : 
4(r) = > 1)"(n 十 1)7” = 村 二 证 
得 到 lum A( 站 二 1/4. 可见 见 Abel 求 和 法 可 应 用 到 更 广泛 的 情形 . 


(0 达 7 过 1),， 


再 看 级 数 1 十 1 十 1 十 …,A(7) 一 > > i 


1 一 0), 这 个 级 数 不 是 Abel 可 求 和 的 . 
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下 面 考虑 Fourier 级 数 的 Abel 求 和 , 它 与 调和 函数 有 密切 的 
联系 , 设 1 EL(T)， 


f(x) ~ pe 十 2 (acosnz 十 bsinnz), 


f(r,r) = pa 十 > (acosnzt 十 bsinnr)r", (2. 42) 
A=] 


此 级 数 在 0<r 过 1 显然 收敛, 如 果 用 复 的 形式 f(z) ~ 3 ee”， 
则 (2. 42) 式 化 为 


fr x) = ,cewrbl, (2. 43) 


齿 王 一 om 


把 cp 的 表示 式 (1.5),(1.6) 代 人 (2. 42) ,得 
Fs 去 | Ad 下 > ， 元 | fcosncz — dt 
到 汪 | ro | 访 证 Srcomne = 1) | 
= 二 | roPez ~ pdt, (2. 44) 
其 中 
Pr 一 六 十 Soa 


n=] 


叫做 Poisson 核 , Fo,z) 叫 做 了 的 Poisson 积分 . 
由 观察 得 知 P(r, 直 是 以 下 级 数 的 实 部 ; 令 xz 一 re"， 


1 CS nn 二 < jd 之 
5 十 2 (cosnt 十 1s1nnt) 一 2 十 2 3 十 


1 一 之 


于 十 2 ee 1 1C— r+ 二 i2rsint 
2 1 一 > 2 1 一 re 2 1 一 2zrcost 十 72” 


(2. 45 ) 


Plr,t)= 


1 
2 

2 ld 
ee (2. 46) 


(1 一 7)2? 十 drsin’ 
根据 定理 2. 25, 可 由 定理 2, 18 及 定理 2. 22 推出 以 下 结论 ; 
定理 2.26 设 fEL(T), 则 
(1) 了 的 Fourier 级 数 在 f 的 连续 点 x 处 ,可 Abel 求 和 于 

f(x); 在 了 的 第 一 类 间断 点 zz 处 ,可 Abel 求 和 于 


Lf + 0 + fr — 0)]. 


(11) 设 了 在 (a,5) 连 续 , 则 在 (a,5) 内 任 一 闭 区 间 [La,8] 上 ， 
8mz) 一 致 收 伍 于 jz) (当天 ~1 一 0 时 ). 
为 了 证 明 这 里 的 (Gi), 只 要 注意 由 (2. 41) 有 


fr) 一 yz) = (7 (2 十 1)[o(Cz) — fr) hr’, 


再 由 定理 2. 18 的 (让 ) 便 可 得 结论 . 

定理 2.27 设 fEL(T), 则 

Q) 在 ff 的 Lebesgue 点 工 处 ,了 的 Fourier 级 数 可 Abel 求 和 
于 f(x); 

(ii) 了 的 Fourier 级 数 几乎 处 处 可 Abel 求 和 于 f(z). 

上 述 两 个 定理 也 可 以 利用 下 面 叙 述 的 Poisson 核 的 性 质 直 接 
证 明 , 其 证 明 与 定理 2. 18 及 定理 2. 22 类 似 . 

Poisson 核 P(r,z) 是 关于 z 的 周期 函数 ,具有 以 下 性 质 : 

(a) 己 (rt 之 0; P(r,—i)=P(,t); 


(b) i | ee 


1—r 


(c) PO DET, Plr,t) 二 A 2 (0 一 < 一 1 ， |t| 志 x). 
根据 定理 1, 12, 可 得 到 关于 按 L?* 模 可 求 和 的 论断 . 


定理 2.28 设 JeEz),1 委 2 一 co, 则 了 的 Fourier 级 数 的 
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Abel 平均 按 Ze 模 收 急于 (zx), 即 
lx TP,— flh——0 (>1—0), 


这 里 记 P,()= 二 P(r,1)， 
下 面 讨 论 Poisson 积分 与 调和 函数 的 联系 ， 
设 实 值 函数 fEL(T) ,研究 寡 级 数 


co 十 DS = 到 ao 十 2 (a, — 106,)2", (2. 47) 
n=1 n==1 


它 的 系数 所 含 的 cocvyaoyavb (一 1,2，……) 是 了 的 Fourier 系数 ， 
易 知 它 在 |z| 二 1 收敛 , 记 其 和 函数 为 F(z), 则 知 F(z) 在 单位 贺 
|z| 过 1 内 解析 . 令 z 二 re”“ (0 过 +r 达 1), 代 入 (2. 47) 便 可 得 知 了 的 
Poisson 积分 是 F(z) 的 实 部 , 若 记 

F(z) = flr,7x) + ivlr,z), 
则 它 的 虚 部 为 


oo 


vr,7) = YD)(— bcosnz 十 ansinnz)r’. (2. 48) 


由 此 可 知 在 单位 圆 内 ,解析 函数 f(z) 的 实 部 f(r,zx) 与 虚 部 v(r， 
2) 都 是 调和 函数 ， 

定理 2. 26 表明 : 若 在 单位 圆周 > 一 se 上 ,给 定 函 数 JE CCT)， 
则 存在 单位 圆 内 的 调和 函数 


zen) = For =| ADPoz 一 Ddt， 


它 以 wle”*)= 二 f(z) 为 (圆周 上 的 ) 边 值 . 根据 定理 2. 27, 若 JE 
LT), 则 在 几乎 一 切 的 x 上 ,ulre”*) 二 f(r,z) 的 径 癌 极限 为 f(x)， 
即 
lim wre”) = f(x)., 

还 可 以 进一步 证 明 ; 在 几乎 一 切 的 x 上 ,ulre”) 的 非 切 向 极限 为 
f(z) (证明 省 略 , 参 看 河田 龙 夫 L1] 中 的 定理 7. 3. 2). 

级 数 (2.47) 的 虚 部 w(r,z) 可 以 改写 成 
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V(r ,XxX)= 所 一 | Foosinnacz — £)di 


= 四 | ro Drsinnls — 1)dt 


一 元 | fuURQG ,rT — tdi, (2. 49) 
其 中 0 过 rr 之 1 ， 
Q(r,t) 一 > rslnzat 一 
有 4 一】 


上 和 式 的 最 后 等 式 是 由 (2. 45) 算 得 的 . 
上 述 QGr, 妨 称 为 共 斩 Poisson 核 ,wCryz) 称 为 了 的 共 斩 Poi- 
sson 积分 .在 单位 圆周 >= 王 1 上 ,级 数 (2. 48) 化 为 


Y (— bcosnz 十 a,sinnz), (2.51) 
它 称 为 级 数 (1. 7) 的 共 生 级 数 , 关于 共 县 级 数 在 第 四 章 将 进一步 讨论 ， 


rsint 


0 (2. 50) 


$2.7 蕊 中 水 数 的 Fourier 级 数 


ZL2《T) 是 Hilbert 空间 , 它 是 工 (7) 的 子 空间 . 根据 定理 1. 1 可 
知 , 三 角 函 数 系 是 2(T) 中 的 完全 正 交 系 . 本 节 讨论 L2(T) 中 函数 
的 Fourier 级 数 , 将 证 明 元: 函数 的 Fourier 级 数 部 分 和 按 L: 模 收 
伍 于 函数 目 身 ,并 且 有 Parseval 等 式 成 立 . 还 将 进一步 导出 对 
ZT) 中 国 数 的 Fourier 级 数 有 逐 项 积分 公式 成 立 ， 

定理 2. 29(Bessel 不 等 式 ) 设 fEL(T), 则 有 以 下 Bessel 
不 等 式 成 立 

>3 lo 去 | 1fez) dz, (2. 52) 


天 一 一 oo 


其 中 {c,} 是 的 Fourier 系数 . 
证 明 ”对 于 部 分 和 S,(z) 二 ycewr, 有 


上 二 一 #4 
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o | lee -Sicepdz 
一 | [f(x) 一 De 一 > ce |dzr 
一 下 一 一族 上 二 一 上 


i [flidz — 2r Dercs — 2r 2) ccs + 2r Dy cece 
= = 一 n 二 一 k=—n 


= | fldzr — 2 5) lob’. (2. 53) 
人 k=—n 
3 |e :< 去 | | .Asdz 

i > 


令 ”一 co , 便 得 到 (2.52). 
定理 2.30 设 fEL(7T)， 


f(x) 一 5 ce “， 5S,(7) 一 3 ene, 


k= 一 on 上 = 一 上 
则 有 
不 172 
lim | 和 一 S, | = im[ | fr) — Slz) ldz) 一 0， 
(2. 54) 
并 且 有 以 下 Parseval 等 式 成 立 
去 | fdz = 3 ol (2.55) 
设 gE 天 (7)， 
g(x) Sey 本 Cexz ， 
y 
则 有 以 下 Parseval 等 式 成 立 
1 f < 
7 | AczgGzdz 一 之 cd- (2. 56) 
让 | fx) g(x)dzx = 了 d,, (2. 57) 
若 用 实 型 Fourier 级 数 ， 
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fr) 十 > (a,cosnz 十 bsinnz), 
n=1 


; i 
gl7) A 十 2 (a!cosnz 十 b'sinnzx), 


一 | 


则 Parseval 等 式 相 应 地 化 为 以 下 形式 
1 六 | 二 
far = 诗 leol + Dal + 6 
(2.58) 
二 | fen)g tr)de 一 aoa! 十 >》 (Casa! + 6,6!), (2. 59) 


n= 上 


CD 


工 | re a Be yy 
呈 


(2. 60) 
并 且 ,Parseval 等 式 右 端的 级 数 绝对 收敛 . 
证 明 先 证 (2. 54). 根据 Bessel 不 等 式 (2. 52), 可 知 它 左 端 
的 级 数 收敛 . 再 由 三 角 函 数 系 的 正 交 性 ,得 到 
1 8 一 S 一 2r 2 lc 一 0 (一 co)， 


站 十 1 魏 || 魏 ?十 户 
其 中 p 是 任意 非 负 整数 . 这 表明 (5,} 是 2(T) 中 的 基本 列 . 因为 空 
间 ZL2(T) 是 完备 的 ,所 以 必 存 在 {S,}) 的 极限 晴 数 f, EZL2(T), 即 
lim | fo — S, | = 0. (2, 61) 
下 面 证 明 f 的 Fourier 系数 也 是 {ci). 对 任意 固定 的 &A, 取 ?之 
|&| ， 


~ 上 S, (zx)e dzr 
2 Sr 


十 去 | Acee — S, (x) le “dx 


一 Ch 十 过， (2. 62) 
用 Schwarz 不 等 式 得 
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[| 去 (上 [PCz) 一 5 cdz (| le-w [2adzr) 
及 | ~ 2X 0 n a Tz 


1 
i 了 — 5S, 9 
| | 


的 Fourier 系数 是 (ci) ,与 了 的 Fourier 系数 相同 ,根据 推论 1. 2 推 
知 
fr) = flr), a.e.,. 
于 是 由 (2. 61) 式 得 知 (2. 54) 式 成 立 . 
由 (2. 53) 式 , 令 ”一 co ,我们 得 到 


| [fladz— 2r DY lal =lim|f— Ss,l:=0, 
至 潮 三 Pi Te 


亦 即 (2. 55) 式 成 立 ， 

对 于 ff 十 g 以 及 f 十 ig 作 Parseval 等 式 (2. 55) ,通过 左右 相 
抵消 以 及 两 式 各 乘 适 当 常 数 后 相 加 等 运算 可 以 得 到 (2. 57) 式 ,再 
利用 g==B 和 定理 2,1 的 (iii) , 便 由 (2. 57) 式 导出 (2. 56) 式 . 

根据 前 面 已 证 的 结果 ,再 利用 实 型 Fourier 系数 与 复 型 Fourr- 
er 系数 的 关系 式 , 便 可 得 到 (2. 58),(2. 59) 与 (2. 60), 由 Cauchy 
不 等 式 可 推 知 Parseval 等 式 右 端的 级 数 绝对 收敛 ， | 

Parseval 等 式 是 个 很 有 用 的 工具 ,下 面 的 进一步 讨论 表明 
Parseval 等 式 除 对 L? 图 数 外 ,还 可 在 其 他 情形 成 立 ， 

定理 2.31 设 fELC(T),g(z) 是 [一 x,x] 上 的 有 界 变 差 函 数 
且 以 2x 为 周期 , 则 Parseval 等 式 (2, 56), (2. 57), (2. 59) 及 
(2. 60) 成 立 . 

证 明 只 需 证 明 (2. 56) 成 立即 可 . 设 

fr) ~ Doer, g(r)~ > die™”, 


则 有 和 和 
去 | renos， (g,X)dx 一 去 站 ree[ Deer ae 
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四 > | 去 |: flr)erder | 


三 一 x 


一 nd (2. 56’) 


下 一 一 月 


下 面 证 明 其 左 端的 极限 是 去 | f(z)g(z)dz. 
按 定理 的 假定 ,g (x) 是 有 界 变 差 函 数 . 则 它 的 间断 点 至 多 可 
列 个 ,根据 Jordan 判别 法 便 知 
limS, (g ,x) = P(X), a,.e€,., 
而 由 定理 2. 21 又 知 S,(Cg,z) 一 致 有 界 , 即 
IS,Cgsr) | SM, n=1l,2,, TE Lo 7,x|. 
于 是 ,根据 控制 收敛 定理 便 得 到 


lim 寺 | fs, (gz)dz = 元 | Apgcpdz 


在 (2. 56') 式 中 令 ”co ,并且 在 其 右 端 作 变 换 驴 = 一 &, 就 得 到 
(2.56) 式 . | 

注意 ; 在 本 定理 的 条 件 下 ,Parseval 等 式 右 端 的 级 数 不 一 定 
绝对 收敛 . 

定理 2.32 设 fEL(T), 对 的 Fourier 级 数 进行 逐 项 积分 
必 有 等 式 成 立 , 即 


| redz= > | cerdz 


并 且 上 式 右 端 的 级 数 一 致 收敛， 
证 明 设 :€ (0,xj, 令 


1，0 二 所 1 
g(x) = | 
0， EE [一 n,nx|\ (0,1),， 
8 的 Fourier 系数 为 
二 一 1 . 一 IF = 1 | 一 了 了 工 
d, = D7 | eco dz 一 pi |e dz 
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] 二 
Tt 一 0. 


设 f(x) 的 Fourier 系数 为 {c,) ,根据 定理 2. 31, 用 (2. 56) 式 , 便 得 
到 
人 去 | f(z)dz = 去 | jz)g(z)dz = cd 


基 一 一 co 


将 人 ee 63) 成 立 . 

若 t1€E[ 一 x,0), 类 似 可 证 . 对 一 般 的 积分 区 间 [La,5], 有 类 似 的 
逐 项 积分 公式 成 立 . 

注意 ; f 的 Fourier 级 数 并 不 一 定 收敛 ,但 逐 项 积分 之 后 可 得 
等 式 成 立 ， 


令 Y(t) = | Feedz 一 cot, 计算 得 知 
所 的 三 人 Wy | faz — 2rneo = 0， 


易 见 yy 在 L0,2xj] 绝 对 连续 ,上 且 y(0) 一 Jy(27), 有 
yr) 一 f(x) Co ae， 。 
从 而 知 et 由 定理 2. 1 得 知 ci(y) 二 cs/ik, £ 关 0. 
co(lg) = 去 | bz)dz = cor 一 pe -| rflx)dz. 

根据 定理 2， i 少 的 Fourier 级 数 一 致 收 合 ,由 此 推 知 
(2. 63) 右 端的 级 数 一 致 收敛 ， 1 

对 于 以 了 为 周期 的 函数 f(z), 疹 EL( 一 T/2,T/2), 则 通 
过 变量 替换 可 把 Parseval 等 式 (2. 55) 转 化 为 


] f7/2 a 二 
到 | Pdaz= DD lot, (2. 55') 
其 中 
ee 1 一 4 芭 > 
C4 二 示 | ,f(x)e dx. 
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类 似 地 可 把 (2. 56),(2. 57) 转 化 为 对 以 了 为 周期 的 函数 的 相应 等 式 . 
例 1 设 jz) 一 到 (< 一 了 ) (0 二 zx 二 2z). 由 $2.2 例 2 知 


f(r) ~ > mk. 由 Parseval 等 式 (2.55) 可 得 


k= 1 


全 7 
而 
二 | pdaz= 二 | pe — Xx)dx 
| (Cr 一 7) 
了 


例 2 设 fz) 二 |zx|,zE[ 一 zx]. 由 $2.1 例 1 知 
4 Ty cos(2k 一 1)x 


fn~ oR (2 一 1 
根据 Jordan 判别 法 ,对 于 z= 二 0 有 


x 4 < 1 
1 


入 入 1 TT Au 得 
得 > em 再 用 Parseval 等 式 得 


于 是 
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在 实际 应 用 时 , 常 遇 到 以 下 的 函数 类 

设 一 co<a<p<<ce ,如 果 满 足 

Qi) f 在 La,5] 上 除 有 限 个 点 zyzz，…ze 外 都 连续 ; 

(ii) 在 每 个 点 xz,(j 二 1,2,…,k) 上 ,了 的 左 、 有 极限 (x, 十 0) 
及 jz 一 0) 存 在 , 若 z 是 端点 a( 或 5) 则 只 设 右 (或 左 ) 极 限 存在 ， 
就 称 上 在 [ae,2] 上 逐 段 连续 , 常 记 作 f€EPC(a,6b). 

如 果 了 及 其 一 阶 导数 广 都 在 [a,5] 上 逐 段 连续 ,就 称 f 在 [a， 
5] 上 逐 段 光滑 ,也 记 作 AEPS(a,5b). 参见 下 图 ,图 2.4 是 逐 段 光滑 
函数 ,而 图 2. 5 为 非 逐 段 光滑 函数 . 


图 2 4 图 2.5 

根据 前 面 所 讲 的 理论 ,可 以 得 到 以 下 结论 . 

定理 2.33 设 f 以 27 为 周期 ,连续 ,并 且 逐 段 光滑 , 则 了 的 
Fourier 级 数 在 R 上 绝对 一 致 收 钱 于 f(z), 并 且 有 常数 C, 使 得 

SC 六 — fl Cn. 

证 明 由 于 了 以 27 为 周期 ,连续 及 逐 段 光滑 ,可 推 知 了 在 

[一 x,x] 上 绝对 连续 ,从 而 由 定理 1.1 知 
elf') = ikesf). 

从 而 对 于 <m<ce, 有 

S00) Sals Ben = D7) 


Ig|>n 
去 ( b> be 3 看” 
对 > zl>n 
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1 


n 1/2 
<| 去 | fr) ldz| 。 nn/2, 


2 
最 后 的 不 等 式 利用 了 Bessel 不 等 式 以 及 
| 
(由 定理 的 假定 可 推 知 六 EL2[ 一 x ,nj]). 
按 定理 的 假定 及 推论 2. 14 便 知 对 每 点 zx 有 
SnCf x) -> fr) (mm -一 co)， 
因此 在 (2, 64) 式 中 令 m 一 oo 便 得 到 对 每 点 zx， 
四 
于 是 有 
ls 一 < co | 


% 2.8 应 用 与 例 


Fourier 级 数 与 三 角 级 数 在 许多 方面 都 有 应 用 ,例如 : 


(2. 64) 


(1) 在 逼近 论 中 ,基本 问题 之 一 是 用 三 角 多 项 式 来 逼近 函数 ， 
如 果 所 给 定 的 函数 连续 ,可 以 用 它 的 Fourier 级 数 部 分 和 的 算术 


平均 o,(zx) 来 一 臻 逼近 ， 


(2) 在 微分 方程 中 ,常用 Fourier 级 数 方法 来 解 常 微分 方程 或 


偏 微 分 方程 ， 


(3) 可 利用 Fourier 级 数 的 某 些 关系 式 ( 如 ; 收 钱 性 ,Parseval 


等 式 等 ) 来 求 一 些 数值 级 数 的 和 . 


(4) 利用 Fourier 级 数 的 性 质证 明 某 些 不 等 式 或 恒等式 ， 
(5) 利用 三 角 级 数 来 构造 某 些 具有 特殊 性 质 的 函数 ,例如 处 


处 连续 但 处 处 不 可 微 的 Weierstrass 函数 ， 


$ 2.7 中 已 经 给 出 利用 Fourier 级 数 求 级 数 的 和 的 例子 ( 例 1 


与 例 2), 下 面 再 给 出 若干 应 用 Fourier 级 数 的 例子 . 
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1，Wirtinger 不 等 式 


f(5) 二 0, 则 有 Wirtinger 人 


| far < ea lf ldz (2. 65) 


成 立 , 式 中 的 常数 (6 一 a)?/ze i 
证 阴 I 


zj 成 立 , 则 对 任意 区 间 [a,5j 作 变换 y 一 rx ;显然 z=a 与 xz 
二 5 分 别 上 映 成 y=0 与 y=, 记 gy)=/| 人 | a A 
便 得 到 
下 | 直人 二 二 二 | |g(y) ldy 
< 2 [le' Cy) 
aa | [eol dx 


= ee 
即 (2. 65) 式 对 于 任意 [a ,bj 成 立 . 
现在 设 fEC'[L0,#j] 且 f(0)= 二 f(x) 二 0, 延 拓 f 使 得 当 x€ 
[一 x,0) 时 ,f(zx)= 二 一 f( 一 x)., 于 是 了 成 为 [一 x,xj]j 上 的 奇 函 数 , 并 
且 JECL 一 rr, Ar) 一 0 一 一 r), 太 可 延 拓 成 为 实 轴 上 以 2x 
为 周期 的 函数 . 注意 到 有 
colf) 一 0， 


cf = 去 | Pcodz= 半 [roo 一 rmD]=o 


由 Parseval 等 式 推 得 


去 |_|f' Cz) lidr = Dap = DhuepE 
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> 六 cp 一 二 | 1FGz)lsdz， 


& 关 0 2 , - 
因 |.j 时 及 | 大 时 是 偶 函 数 , 便 得 知 (2. 65) 式 对 于 Lo, 成立 ， 
特别 ,车 FA(z) 一 2stmnxz, 户 (z) 一 2cosz, 有 


站 rpaz= 2 [0 ~ cos2z)dz = 2r， 
0 0 


| |2dz 一 2 I 十 cos2z)dz = 2r， 
(2. 65) 式 等 号 成 立 , 因 此 式 中 的 常数 不 能 再 改进 .。 1 
2. 关于 theta 函数 的 Jacobi 恒等式 
由 下 述 级 数 的 和 


0 em (2. 66) 


定义 的 函数 称 为 “theta 函数 ”, 它 是 一 个 重要 的 超越 函数 ,出 现在 
数论 ,椭圆 函数 ,热传导 及 统计 力学 等 许多 领域 中 ， 
关于 theta 函数 的 Jacobi 恒等式 为 
O00) = 1 7120(1/t). (2. 67) 
当 上 很 小 时 用 此 式 计 算 9 函数 的 值 很 有 好 处 , 例如 , 符 上 一 0.01 ,为 
了 算得 左 端 一 位 有 效 数 字 , 需 要 取 级 数 (2. 66) 中 的 21 项 (|2| 委 
10) ,而 在 (2. 67) 的 右 端 取 级 数 的 第 一 项 (n==0) 便 可 给 出 精确 到 


130 位 有 效 数字 的 值 . 
证 明 作 函 数 
fx) = > eT 2 1(20 ， t 0， (2. 68) 
es 
注意 到 当 |&| 辫 2 且 0 科 z 委 2x 时 ， 
12kr 一 2 之 |2prl 一 1zl 之 |tr|. 
从 而 


0 去 Ce 一 (一 2km ?1020 去 Ce21G0 
由 此 可 见 级 数 (2. 68) 对 于 zz 在 [0,2x | 上 一 致 收 敛 . 因此 f(x) 在 
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[0o,2x] 连 续 , 容 易 检验 f 以 2r 为 周期 . 现在 计算 f 的 Fourier 系 
数 ， 
ca.(f)= > 去 | 一 Cz 一 2hm2/(20e 一 mzd x 


2 1] (人 324- Dr 2 
= + —u /(20e 一 dz 
,27 


一 «2 /206 —In ua 


ir -em V2 1 。 v2tds 


其 中 第 二 个 等 式 与 第 四 个 等 式 分 别 通 过 作 变 换 z 一 2&r 一 zx 及 = 
vV2s 而 得 到 ,最 后 一 个 等 式 利 用 第 三 章 将 要 证 明 的 关系 式 
(3. 29) , 即 

| ee-2mydzr = Ve 


因为 c( 亡 当 盖 > 土 co 时 速 降 ,因此 上 的 Fourier 级 数 cs)e” 


一 一 oo 


一 致 收敛 ,根据 第 一 章 习 题 1 便 知 它 的 和 是 f(z). 于 是 得 到 等 式 


D3 ee 一 人 一 2nm) 2/(20) [去 > nt/20mnz 


在 此 式 中 取 < 一 0. 并 用 2nt 人 便 得 到 
90(1/t) 一 > em 一 VE 5 e-™!= Vi00), 


即 (2. 67) 成 立 , 此 恒等式 也 可 以 由 Fourier 变换 推 得 , 见 $ 3.6 的 4. 
3， 热 传导 方程 的 解 


为 简单 起 见 ,我 们 考虑 一 维 的 热传导 问题 . 可 以 想象 为 有 一 根 
长 为 /的 金属 杆 , 沿 它 的 侧面 绝热 ,热传导 只 能 在 两 端 进行 ,并 且 
74 


假定 两 端 温度 保持 为 零度 , 于 是 得 到 热传导 方程 的 混合 问题 ， 


uw(0,t) 一 ull,t) Ss 0， 1 > 0， (2, 69) 


u(r,0) = f(zx), 0 之 zlL. 
用 分 离 变量 法 求 形 如 
u(x,t) = XCTIT CE) 
的 解 ,将 它 代 入 (2. 69) ,得 到 
X(CzZ)T GD) = a Xx)T), 
通过 除法 ,分 离 成 如 下 形式 
I 
aT(t) X(T) 
其 左 端 只 依赖 于 z, 而 右 端 只 依赖 于 zx. 要 使 它们 恒 等 , 必 须 两 端 
都 等 于 同一 常数 A; 


T’'() = Ma2T (GD)， (2. 70) 
RX"(x) 一 人 X(Cz). (2 71) 
关于 工 的 常 微分 方程 (2. 70) 的 通 解 是 
TCD = coe*t. 
关于 的 方程 (2. 71) 的 解 还 必须 满足 条 件 
X(0) = X() = 0. 
由 此 判定 必须 4= 一 xx/D? ,n= 二 1,2,…. 这 就 得 到 一 族 非 零 解 


. NANT 
XT) 一 csin 一 n= 1,2,.. 


1 
于 是 得 到 满足 方程 (2. 69) 及 边界 条 件 的 一 族 解 


一 nna’t 


2 


，。 NNnx 
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u,(X,t) = exp| 
取 它 们 的 线性 组 合 ,得 到 一 般 解 
u(r,t) 一 > bexp 村 2 
正二】 


要 使 它 满足 初始 条 件 u(r,0) 二 f(z), 则 应 当 有 


sin (2.72) 


f(x) = > bsin (2,73) 
n=1] 


问题 是 : f(z) 是 否 可 以 表示 成 这 样 的 正弦 级 数 ? 由 (2. 72) 给 定 的 
u(x,t) 是 否 就 是 热传导 问题 (2. 69) 的 解 ?为 解决 这 些 问题 ,应 要 求 
初始 温度 f(x) 满足 适当 条 件 . 现在 叙述 以 下 结论 ， 

设 f(x) 在 [0,L] 上 连续 , 逐 段 光滑 ,并 且 f(0) = 二 AfQ) = 二 0, 则 热 
传导 方程 的 混合 问题 (2. 69) 有 和 解 uCz,t), 它 由 级 数 (2.72) 给 出 ， 
其 中 


Re i EBV 
2 7 


此 结论 不 难 验证 , 先 取 /zx) 在 [一 ,0 的 奇 延 拓 ,再 将 它 以 24 
为 周期 作 延 拓 ,所 得 函数 仍 是 连续 且 逐 段 光 滑 的 . 根据 定理 2. 33 


及 其 证 明 得 知 ;f(z) 可 以 展 成 级 数 (2.73) ,并且 16,| < 十 cc 
这 后 一 事实 由 以 下 不 等 式 便 知 ， 
> gl 

此 天 0 


开 一 一 co 


ciCf') 
k 


/ / 
人 | p> eb | EN 


由 Weierstrass 判别 法 可 推 知 ,级 数 (2.72) 在 区 域 {(x,t) ;0 二 
ZX 世 1,t 之 0} 上 一 致 收敛 . 从 而 x(z' 轨 在 此 区 域 连续 . 特别 地 ,有 
limu(z,t) = u(z,0) = f(x), zx € [0,7], 
lim u(X,t) = uu(0,t) 一 0， 
lim 2 =u(l,t) = 0, it>0. 


下 面 证 明 w (zx, 是 热传导 方程 的 解 . 由 前 述 u, (zx, 四 的 构成 

已 经 知道 ,在 级 数 (2. 72) 中 每 一 项 都 是 热传导 方程 (2. 69) 的 解 . 为 

了 说 明 u(x, 四 也 是 热传导 方程 的 解 ,只 需 说 明 ; 对 级 数 (2. 72) 逐 

项 取 微 商 后 所 得 的 级 数 一 致 收敛 . 根据 前 面 讨论 ,我 们 知道 5, 有 
界 , 即 
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1 委 C， 1 一 1 2 
对 任 给 5 汪 0, 阁 t 宇 6, 便 有 


1 nna’t 
mexp| ye 


. NNAx 


ee 
n 一 7 < Ce- ， 


其 中 d 一 一 >>0. 因为 级 数 > 2 对 于 任意 整数 天 收敛 ,所 


以 推 知 ,对 级 数 (2.72) 关 于 逐 项 取 -- 阶 微 商 ,或 者 关于 逐 项 取 
一 阶 与 二 阶 微 商 所 得 的 级 数 在 区 域 {(x,t) : 0 三 x7,t 之 06} 上 一 
致 收 敏 , 这 表明 对 级 数 (2.72) 可 以 逐 项 取 微 商 , 由 此 推 知 u(x ,1) 
是 热传导 方程 (2. 69) 的 混合 问题 的 解 ， 

若 f(x) 的 条 件 减 弱 一 些 , 处 理 将 更 复杂 ,此 处 不 再 讨论 . 

以 上 只 讨论 了 热传导 问题 解 的 存在 性 ,至 于 解 的 唯一 性 也 是 
成 立 的 ,可 参看 偏 微分 方程 的 书 . 


4. 等 周 问 题 


等 周 问 题 就 是 ; 在 具有 给 定 周 长 的 所 有 闭 平面 曲线 中 , 求 一 
条 曲线 使 得 它 所 围 的 面积 最 大 , 可 以 证 明 : 圆周 所 围 的 面积 最 大 ， 
下 面 用 数学 分 析 的 方式 更 确切 地 叙述 这 个 问题 , 设 平面 曲线 
工 的 参数 方程 为 
r= x(t), y= y(t), diteb. 
假定 它 是 闭 曲 线 , 即 z(c) 王 z(8),y(Ca) 一 y(p) ,又 是 简单 的 光滑 曲 
线 , 等 周 问 题 就 是 要 求 找 出 zG) 与 y() ,使 得 其 曲线 总 长 


二 | V [下 十 [下 dz 
等 于 给 定 的 常数 ,而 曲线 包围 的 面积 
4 一 可 | [zy (1) 一 2 人)yC) Jdz 
取 到 最 大 值 . 


不 妨 设 给 定 的 曲线 总 长 度 为 /==1, 并 且 取 曲线 的 弧 长 作为 参 
数 方程 中 的 参数 , 即 曲线 世 为 ， 
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工 一 YI)，y 一 yyG6)，0 委 5 委 1， 


并 且 弧 长 为 
| [x (2) FLy C0) Fd. 

从 而 得 知 

[x GD) 十 LYG)] =1，0 和 过 委 ]1. (2, 74) 
这 时 等 周 问 题 归结 为 证 明 : 曲线 所 围 面积 

4 一 六 | Eeeoy (s) 一 人 Cs)y(s) lds (2.75) 
满足 不 等 式 

ppt (2. 76) 
4 工 


且 只 有 当 曲 线 工 是 圆周 时 ,等 号 成 立 . 当 工 是 圆周 时 ,一 2rzr 一 1， 


得 + 二 去 , 便 有 面积 
1 


2 
4 一 TY 


证 明 如 下 , 按 前 述 假 定 知 xz(s) ,yls) 可 延 拓 成 以 1 为 周期 的 实 
值 函数 ,并 且 属 于 CL0,1], 从 而 x (s),y (5s) 属 于 工 [0,1j. 根据 
Fourier 级 数理 论 , 有 


Co 


rx(s) > Ln)e™, 
其 中 的 Fourier 系数 为 
ee | ze-mds. 
0 


Xi(s),y(s),y'《s) 有 类 似 的 Fourier 级 数 , 对 于 z(s) 与 ys)， 其 
Fourier 级 数 展 式 等 号 成 立 ,并 且 
ZX'(n) 一 2riz 字 (2) ， y(n) 一 2nn3(n). (2. 77) 
由 (2.74) 以 及 Parseval 等 式 推 得 
1= | {Ez 6)F + Ly (Tds 
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= DLlz Cl + |y Cn)1’] 


ee 


= 2) wm lz b+ 30) 1 (2. 78) 
注意 到 zx(s) ,y(s) 都 是 实 值 函 数 ,由 (2. 75) 及 Parseval 等 式 还 得 到 


A= 3 3 [zn) FO) — PDD)] 


A 二 一 


到 5 2 aa) OD — Zn) y(n)]. (2.79) 


于 是 ,由 (2.78) 及 (2.79) 两 式 经 运算 得 到 
1 去 一 4]= D9) [la 下 十 300 站 


ndr 


| 


一 一 


一 in[ zn)yn) — 2(n) Cn) |) 


| 


SY [zz — i + Cr — 1)1300) | 


= 


(2. 80) 
(2. 80) 式 右 端 的 级 数 中 每 项 都 是 非 负 的 ,由 此 便 得 到 结论 
(2.76) :起 之 A, 此 式 等 号 成 立 等 价 于 (2, 80) 式 右 端 级 数 的 和 为 0 
容易 推 知 ; 当 且 仅 当 以 下 条 件 
(a) 当 |n| 宇 2 时 ,Zn) 一 0,3(n) 一 0; 
(b) 当 n==1 时 ,2(1) 二 137(1); 
当 二 一 1 时 ,zz( 一 1)= 二 一 13( 一 1) 
成 立时 , (2. 80) 右 端 级 数 的 和 为 0， 而 当 条 件 (a) 与 (b) 成 立时 , 曲 
线 的 参数 方程 化 为 以 下 形式 : 
zx(s)= £00) 二 + £2(1)e™ 二 2(— l)e ™, 
ys)= 960) 十 Ce + y(— Te 2 
由 这 两 式 及 条 件 (b) ,可 推 得 
[z(s) 一 你 (0) 下 十 [3y(Gs) 一 了 0) 于 
一 [zt(l1)e™ 十 (一 1)e-"" [ZCIDe 2 + £(— 1)e’™] 
79 


_— 


十 [3C1)e™ + 广 ( 一 1)e 2™ |[yC)e "+ $C(— 1)e™'| 
三 [上 20D 十 1301)| 汪 十 [Iz 一 DDB 十 15( 一 1)12. 
再 由 (2.78) 式 及 条 件 (a) 得 到 
1 = 4z([|z0DE 二 + 130)|] 十 [#2 一 DEP+ 1y(~ 1)12]}. 
综合 起 来 便 有 
[zs) — £00)F + [yG) — $C(0)F = 3 


这 正 是 圆周 的 方程 . 也 就 是 说 , (2. 76) 式 等 号 成 立时 ,曲线 世 是 圆周 ， 
注 上 述 等 周 问 题 中 假定 了 曲线 工 是 光滑 曲线 ,车 换 成 假 
定 : 曲 线 工 是 连续 且 逐 段 光滑 的 曲线 ,其 论证 仍 成 立 . 


习 题 
1. 设 实 值 晴 数 f(x) 在 (0,2x) 上 单调 减 , 试 证 明 其 Fourier 下 
蓄 系 数 b, 之 0. 
2. 设 f(x) 二 cosar ,TE[ 一 xx], 其 中 a 为 非 整 数 . 试 求 f 的 
实 型 Fourier 级 数 . 并 证 明 以 下 等 式 成 立 ; 


ne 
(1) 2 a 1 
k=1 


sinanx a a:— ki 


(2) = 二 十 24a》) 


a — hi 
(3) 2 rE 

3. 设 f(z) 周 期 为 2x, 生 在 [一 x*,x] 上 有 有 界 变 差 , 试 证 明 其 
Fourier 级 数 部 分 和 一 致 有 界 , 即 :存在 常数 MM， 

1 xz)| 委 M，zE[L 一 rr 一 1 2 …. 

4. 试 证 明 Dinl 判别 法 与 Jordan 判别 法 是 互 不 包含 的 (提示 ， 

考虑 如 下 函数 ， 
1 


x 


f(r)= In 27 


D 0< 工 后 


7 一 zz)， 一 <z< 居 0; 
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0 二 XIX， 
sn- 
g(— XX), 一 工 委 工 才 0， 
其 中 acE(0,1))， 
5， 试用 算术 平均 求 和 法 求 以 下 级 数 的 广义 和 : 


GD 二 十 Deoskr, x EE x rlM0)s 
£1 


(2) > sinkz, ET 7,r]. 
k=1 
6. 设 f(x) 以 2x 为 周期 ,是 fELip1, 试 证 明 : 
Wg rET—x,ri,n>1, 


其 中 o,《zx) 是 SC) 的 部 分 和 的 算术 平均 ， 
7, 设 Fox 一心 ,一 r 魏 z 委 r, 求 了 的 Fourter 级 数 , 并 利用 它 
证 明 等 式 
“1] 4 
2 x0 


8. 设 fgELCT), 并 且 f(x) 一 Doe”™， 
用 一 | 


f(2) g(x) 一 > er， 


试 证 明 ee 
9. 设 fEL(T)， 
Pa pa 于 > Ry ny 
(1) 令 F(xr) = | fra 一 | nh, z EE [0,27], 试 证 明 ; 


2 
F(0)= 二 FC(27) ,并且 
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F(x) ~ 地 ho 十 3 元 (ausinkz 一 Bicoskz)， 

右 端的 级 数 一 致 收 化 ,其 中 
二 4 一 去 | z[e — fz) dz. 

Gii) 试 证 明 ; 级 数 > 名 是 收敛 的 , 它 的 和 为 翅 4 

10. 证 明 三 角 级 数 本 

> 

在 [一 x ] 收 售 , 但 它 不 是 任何 可 积 函 数 的 Fourier 级 数 ， 

11. 设 fEL(T), 了 ~ > ce 对 每 个 n, 令 


k= 一 oo 
= Dark cr 
rn kA 上 0 让 


试 证 明 ， 


on 


| 


拓 一 一 Do 二 一 co 


12. 设 
1， 0 二 Xz 雪上 ， 
0 h < 2n, 
其 中 有 hE (0,2r], 试 求 f 的 复 型 Fourier 系数 ,并 且 
(1) 利用 Parseval 等 式 求 出 以 下 级 数 的 和 ， 
~ Sin? 二 mh 
Dg 0han; 


n=1 


oe 


(2) 求 级 数 2 二 cosnh 的 和 (|h| 寺 7)， 


13, 设 a ,2， 是 实数 (n 二 1,2,…), 令 c= 地 (0 ip,) ,n>0， 


c_ ,二 5, 试 证 明 ; 当 M 与 N 彼此 独立 地 趋 于 十 co 时 ， 
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存在 的 充分 必要 条 件 是 :下 述 两 个 级 数 


(acosnzo 十 b,sinnzo), 


Y， (assinnro 一 bcosnzo) 
同时 收敛 . 
14. 设 fECI 一 xz, 是 以 2rx 为 周期 的 实 值 函数 ,试用 Par- 
seval 等 式 证 明 : 在 天 (一 rr 中 刀 与 了 正 交 ( 注 : 另 一 方法 是 直接 


用 事实 2j 访 一 ( 户 )7， 
15. 设 pe LT),1 声 p 志 00, 试 证 明 ， 
| o,f) ,fi;. 
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第 三 竟 Fourier 变换 与 Fourier 积分 


上 一 章 讨论 用 来 描述 周期 现象 的 周期 阻 数 , 并 且 研 究 了 把 它 
们 展开 成 Fourier 级 数 的 问题 ， 

我 们 知道 ,在 各 种 问题 中 常 出 现 定义 在 全 实 轴 上 的 非 周 期 函 
数 ,例如 f(z) 一 i18(zx) 一 e-”( 一 oo<x<o0) 等 等 .这 些 丽 数 
无 法 周期 化 ,从 而 不 可 能 展开 成 Fourier 级 数 . 但是, 我们 仍 希望 
能 用 一 些 基 本 的 函数 ,如 指数 函数 或 三 角 函 数 , 通 过 迭 加 来 表示 它 
们 ,也 就 是 想得到 它们 的 展开 式 . 这 时 的 展开 式 不 可 能 是 离散 形式 
的 和 式 , 而 只 能 是 连续 形式 的 和 式 , 也 就 是 积分 ， 

本 章 讨论 用 来 描述 非 周 期 现象 的 函数 ,研究 其 Fourier 积分 . 
所 用 的 方法 以 Fourier 级 数 已 有 的 结果 为 基础 ,所 讨论 的 问题 也 
与 Fourier 级 数 相 平行 . 


$ 3.1 定义 与 基本 性 质 


我 们 考虑 定义 在 (一 oo ,oo) 上 的 函数 , 设 AEZ(R). 如 果 只 取 
f 在 (一 1,L) 上 给 定 的 值 ,那么 可 以 写 出 它 的 Fourter 级 数 展开 式 . 
然后 令 /一 十 ce ,试图 用 极限 的 方法 形式 上 导出 f 的 展开 式 . 
jz) 在 (一 六 上 的 Fourier 级 数 是 


f(x) ~ 广 。 | 立 | 7 Ode vendy le 
上 式 右 端的 级 数 可 以 改写 成 


oo 1 7 
之 就 | fe rT dy 
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oe I 
bb | opewerody | 9 


其 中 
2 At -二 Lnt1 2 7 
1 一 0, 士 1, 十 2,…， 


这 个 和 式 可 以 近似 地 看 作 关 于 :的 函数 
去 | operady 


在 〈 一 co,co) 上 的 积分 和 , 令 1 一 十 oo, 形式 上 得 到 它 的 极限 是 积 


分 
| 医 | fl We wdy [dt. 
由 此 导出 f(x) 在 (一 co ,co) 上 的 展开 式 应 当 是 
f(D ~ | eerdt, Cm 
其 中 
c(t) 一 去 | foye-"dy. 


这 是 复 型 的 展开 式 . 实 型 的 展开 式 应 当 是 
Fy 上 8 teeons. | DV dy (3. 2) 


其 中 
1 Iw f(y)costydy, 


a(t) = 
开 
b(t) 一 二 上 fy)sintydy. 


以 上 只 是 从 形式 上 导出 婧 数 的 展开 式 , 下面 给 出 Fourier 变 
换 与 Fourier 积分 的 确切 的 定义 .为 了 使 有 关 的 公式 对 称 起 见 ,我 


们 把 以 上 包含 在 分 母 中 的 2r 通过 变换 转移 到 指数 上 . 
设 fFEL(CR) ,我 们 称 
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f= | fr)e-mdz (3. 3) 
为 了 的 Fourier 变换 . 同时 记 
f(r) ~ | fl yemadz, (3. 4) 


上 式 右 端的 积分 称 为 f 的 Fourier 积分 和 . 本 章 将 要 讨论 了 的 
Fourier 积分 是 否 收敛 以 及 在 什么 条 件 下 收敛 到 f(z) 等 问题， 
若是 偶 函 数 , 即 f( 一 xz) 二 f(x),(3. 3) 式 化 为 


fu)=2 | repeoszuzdz 
易 证 f(z) 也 是 偶 沙 数 ,(3, 4) 式 化 为 只 含 余弦 函数 的 公式 
f(x)~2 | 7 (t)cos2nztdt 
一 2 | 2 | fcos2riudu cos2nxtdt, 


类 似 地 ,车 f 是 奇 函 数 , 即 f( 一 xz) 二 一 f(z), 则 Af() 也 是 奇 函 数 ， 
且 可 得 到 只 含 正 艾 函 数 的 公式 ， 


if(Q)=2 | cosinzrevdu 。 
0 
flr) 一 2i | (t)sin2rztdz 
和 包 上 | 2 | fsin2rudu Sin27tdt， 
0 0 


如 果 卫 只 定义 在 (0,co) 上 , 设 fEL(0,co0), 令 


@ ”Fourier 积分 的 定义 还 有 另外 两 种 形式 :其 一 是 (3,1) 式 , 式 中 c(t) 妈 为 Fouri- 
er 变换 ;其 二 是 令 
70 = 一 -| femdz 
2 


为 了 的 Fourter 变换 ,而 三 的 Fourier 积分 为 
1 站 一 一 一 | fF (Werdr, 
27 
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fe (i) 一 2 | fweos2riudu, (3. 5) 


f.0) 三 | fonsin2mudu, (3.6) 
0 


这 里 的 (4) 称 为 了 的 Fourier 余弦 变换 ,六 (1) 称 为 了 的 Fourier 
正弦 变换 ,我们 可 以 把 f(z) 延 拓 成 为 (一 co,co) 上 的 偶 ( 或 奇 ) 函 
数 ,再 应 用 上 述 关于 偶 ( 奇 ) 函 数 的 Fourier 积分 公式 ， 


有 


定理 3.1 设 fEL(CR),Fourerr 变换 六 由 (3. 3) 式 给 定 , 则 


CD lim f(t) =0; 
(ii) [fF EC(—00,00), 


其 中 1 Al = | 1f(z)1dz. 映射 广 = 广 可 以 看 作 是 LCR) 到 


LCR) 的 有 界线 性 算 子 ， 


论 . 


a a | 
(iu) f(4) 在 (一 co ,oo0) 上 一 致 连续 ， 
(iv) 记 平 移 算 子 为 韦 : 《zt 有 (zx) 二 f(z 一 h), 就 有 
(mH) = ef 0), 
(v) (ez f= oA) = rf )0); 
(vi) 记 展 缩 算 子 为 了 .: (TT 有 (x) 二 f(az), 对 实数 a 关 0, 有 
wp ep 


证 明 4G) 这 就 是 Riemann-Lebesgue 引 理 (定理 2. 4) 的 结 


(ii) 由 (4) 的 定义 及 积分 性 质 容易 得 到 . 
111) |fa 十 有 ) 一 fo0)| 一 [fem e-em ea 1) du 


过 | [em _. 1| | .Ca | dz， 
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以 上 不 等 式 的 右 端 与 上 无 关 , 被 积 函 数 不 超过 2| f(z)|. 根据 控制 
收敛 定理 , 当 h->0 时 , 它 趋向 于 零 , 所 以 Fi) 一 致 连续 ， 

(iv),(v), (vi) 都 可 通过 作 积 分 变量 的 线性 变换 推 得 ,以 (iv) 
为 例 ; 令 y= 二 a 一 h, 可 得 


DD= | feu — hye-mdu 
一 - | fy)e tidy 


=e™f(). | 
此 外 , 设 f,gE€L(R), 由 积分 的 线性 性 质 易 得 
(af + ba) (tt) = af () + bg (0). 
定理 3.2 设 fEL(R),f,ELCR),n 二 1,2,…, 若 1 一 耻 


->0C-~>co), 则 户 (2) 关 于 zt 一 致 收 化 于 (2). 
证 明 由 定理 3. 1(ii), 有 
[fC—fOWSNf mf t€ (一 coyco)， 
令 nco, 即 得 结论 量 
定理 3.3 设 f,gEL(R), 则 以 下 乘法 公式 成 立 : 


| (1)g(t)dt = | epsapde (3.7) 
证 明 由 Tonelli 定理 推 知 有 以 下 不 等 式 成 立 ， 
[eweew auds < fhleh<t+~, 
于 是 根据 Fubini 定理 便 得 
| (t)g (dt 一 | eol| f Guyermmda dt 


Cx3 


一 | fe | speed dz 


一 上下 flu gudu, | 


下 面 考虑 (一 oo ,co) 上 函数 的 卷 积 的 Fourier 变换 . 由 第 一 章 
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已 知 : 设 f,gE€EL(CR),f 与 g 的 卷 积 为 
(f x g) (7x) 一 | fz — ug(u) du, (3. 8) 


且 知 (fx g)(r)= (gx f(r). 
定理 3.4 设 f,gELCR), 则 x gELCR), 满 足 
lfxgl< fh lg hhh, (3. 9) 
并 且 
(fx g)"(t) = f (4) » 8&0). (3. 10) 
证 明 由 定理 2. 1 便 得 到 (3. 9), 于 是 ,根据 Fubini 定理 可 得 


xa w= | (| fer — we du)e mdz 
= | ge (| xz 一 ooe-eee-odzjdz 


一 f0) .£0). 
以 上 最 后 一 个 等 式 由 对 花 括号 内 的 积分 作 平移 变换 y 一 z 一 & 而 
得 到 . 1 
现在 我 们 讨论 导 函 数 的 Fourier 变换 以 及 函数 的 Fourier 变 
换 的 导 函 数 ， 
定理 3.5 (i) 设 AEZCR),zreZCR), 则 je) 可 微 ,并 且 
Cr )G = (— 2mzf) (0). (3. 11) 
Qi) 设 EL(R), 又 局 部 绝对 连续 ( 即 ,在 任何 有 界 闭 区 间 上 
绝对 连续 ), 简 记 为 FE 4C ,并 且 (x)ELCR), 则 
CPP)^ACG) = Gn)f 0). Ca 2 
证 明 4G) 考察 差 商 


fFGth)—fG) fr” | 
i =| fo)| 


ei"™dzr, (3.13) 
因为 有 不 等 式 
re 


人 一 2ftz 


hn 
1) | <2rlallf | € LR), 


而 且 
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一 2rtzh _ 
2 一 一 2nirf(zx), a,.e., 


A 
所 以 在 (3.13) 式 两 边 令 h->0, 由 控制 收敛 定理 便 得 
FY = | [2rizfz) Je-mdz = (~— 2rizf) lt). 


(ii) 因为 了 及 e 2 绝对 连续 , 且 广 在 (一 oo,co) 上 可 积 , 所 
以 对 任意 4>0,B>0, 用 分 部 积分 公式 得 


| 7 (xr)e™ "dz 


一 [f(r)e "| 沁 一 《一 2rit) | fx)e dz. 


(3. 14) 
下 面 证 明 
lim f(z) 一 0 一 lim f(z). (3, 15) 
由 f 局 部 绝对 连续 ,我 们 有 等 式 
f(z) — f(0) = | (wu)du, 


按 假定 六 EL(R), 从 而 上 式 右 端 当 xz-> 十 oo, 或 x 一 一 oo 时 极限 必 
存在 . 于 是 存在 极限 


lim f(x) 一 ci， lim f(x) 一 ch， 
根据 了 EL(R), 便 可 推 知 CI 一 0 一 C?， 否则 , 设 ci 盖 0, 存 在 4o>0, 当 
立 人 AN ND 若 NA4o, 有 
fd > 号 CN 一 4) ~ 十 ce (N > 十 co)， 
这 与 了 的 可 积 性 矛盾 .类 似 可 证 c= 二 0， 即 有 (3, 15) 式 成 立 , 在 
(3, 14) 两 边 , 令 4 一 十 co ,B 一 十 co , 便 得 到 (3.12) 式 ， 
§ 3.2 Fourier 变换 的 反 演 理论 


对 于 周期 函数 ,我 们 想得到 函数 的 Fourier 级 数 展开 式 , 类 似 
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地 ,对 于 全 实 轴 上 的 函数 ,也 希望 有 函数 的 Fourier 积分 展开 式 ， 
也 就 是 使 (3. 4) 式 成 为 等 式 , 当然 不 可 能 期 望 对 任意 函数 都 有 展开 
式 , 必 须 附加 一 些 条 件 才 能 使 等 式 成 立 ， 

本 节 讨 论 积分 展开 式 的 逐 点 收敛 性 ,将 证 明 ; 若 可 积 函 数 f 
在 点 ze 处 满足 Fourier 级 数 收 全 的 条 件 , 便 推 知 f 的 Fourier 积 
分 也 在 ze 处 收 化. 下 一 节 通 过 求 和 理论 将 进一步 讨论 几乎 处 处 收 

设 fEL(R) ,如 果 等 式 


F(z) = | femdt (3. 16) 


成 立 ,就 称 为 反 演 公式 成 立 . 我 们 将 讨论 在 什么 条 件 下 有 反 演 公式 
成 立 . 在 此 先 讨 论 更 弱 的 问题 , 即 


lim i | f Ged 
是 否 存 在 ? 是 否 等 于 f(x)? 
我 们 记 
R 本 
(zz) 一 | .全 (zt Je2nmzdt 


人 fue "du rem™dz 
fs | 


二 | few (| ec-ordz du 
1 [Cs fon) :em 一 W) 
= | Ac 一 nt, (3. 17) 
上 面 第 三 个 等 式 是 用 Fubini 定理 得 到 的 . (3. 17) 式 最 末端 的 积分 
称 为 f 的 Dirichlet 积分 ， 其 积分 核 Sa2xA 称 为 Dirichlet 核 . 
如 果 直 接 令 fr(x) 为 
(z) 一 二 | Ac — £) nag, 
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一 二 | frit) SP2 td t， (3.17') 
然后 考虑 fr(zx) 的 极限 ,就 不 需要 假定 ffEL(R) 这 样 强 的 条 件 ,而 


只 需 设 -举世 EL(R), 由 这 个 条 件 不 难 推 知 了 在 任何 有 界 区 间 是 
可 积 的 ， 
对 于 任 给 aER, 作 以 下 函数 ， 
fr) = fxr), rE La, a 27), 
并 且 把 它 以 2x 为 周期 延 拓 到 全 实 轴 . 我 们 将 证 明 下 述 论 渐 ;: 
fr(lz) 在 (aya 十 2z) 中 的 收敛 性 与 周期 函数 (x) 的 Fourier 级 数 
部 分 和 S.C 中 ,zxz) 的 收敛 性 相同 ， 
定理 3.6 设 和 5 [EL(R) ,周期 丽 数 f*(z) 与 f(z) 在 区 
闻 J 二 (aya 十 2x) 上 相等 , 则 当 R 一 co 时 ， 
fn) — Sraxr( f°" zi 一 0， rE, 《3. 18) 
证 明 设 xoE, 取 5 放 0 充分 小 ,使 xo 士 6E€EJ. 因为 
本 在 | | 宇 6 处 可 积 . 用 Riemann-Lebesgue 引 理 ,可 把 
(3. 17') 式 化 为 


人 
falz) = 二 | Am 二 


22 td 于 


记 民 一 2rR,R: 一 [RD 十 十, 则 一 广 福 R 一 Ri 七 . 取 n 二 [LR J]， 
了“ 的 Fourier 级 数 部 分 和 可 表示 成 


1 
] fe sinin 十 0 
Sf zo)= | fr +e) d + 0(1). 
于 是 ,两 者 之 差 为 
frlXx)— Srai( 7 ;xo) 
6 - a 
一 十 | fxo 十 z) sinRit 一 sinRst | 十 o(1) 
T —8 t 
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二 人 
人 
X cos 3 (Ri 十 Ra)tdt + ol1) 
= Jr 二 0o(l) (KR ~—> 00)., 

由 于 h(z) 二 是 偶 函 数 ( 设 h(0) 一 1), 它 在 | 0, 子 | 是非 负 减 卫 
数 . 对 被 积 函 数 中 的 因子 2sin 士 (R, 一 Rt/CRi 一 Ra)t 用 积分 第 
二 中 值 定理 可 得 

n= [全 | [fezs t+ + foro —)] 


2sin FR — R,)t 


CR 工 (R， 十 R,)tdi 


xX 
-| | | [flxo tt) t+ fro —t) eos 六 (CR 十 R,)tdi, 
其 中 0 二 :<<6. 再 根据 Riemann-Lebesgue 引 理 得 到 
Tx=0(l) (R 一 co)， 
于 是 
Crzo) — Srom lf rT) 0 (Ro0). 1 

注意 ,Tx 式 中 的 积分 上 限 5 可 能 与 六 有 关 , 但 由 Riemann- 
Lebesgue 引 理 的 注 可 知 1->0 关于 名 是 一 致 的 . 

进一步 的 讨论 还 可 以 证 明 ; 对 于 J。 内 任何 闭 子 区 间 7， 

fr XT) — Strap Cf HH) 一 0 (CR -> 00) 

关于 x€Ji 是 一 致 的 .此 证 明 省 略 ( 参 看 Zygmund[7j 第 WI 章 )， 


推论 3.7 车- 全 各 EL(R) ,如 果 对 于 zoEJ, 有 


S.C ,xo) 一 S (n 一 > 00), 


frrxo) — 5 (R 一 co)。 
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这 个 推论 称 为 Fourier 单 积 分 定理 ， 

推论 3.8 设 fEL(R), 若 在 zx 处 满足 Fourier 级 数 收敛 
的 条 件 , 则 了 的 Fourier 积分 也 在 ze 处 收敛 , 特别 地 ， 

(i) 车 存在 6 盖 0 ,使 得 


(2) CO— ) 
| | 多 (2) 人 人 


其 中 me 一 于 LAFCzo 二 D 十 /zs 一 5], 则 

R A R oo 
be | fF (yemidt = lim | | fl em -ddu = f(zo). 
R—o0 RR R—o0 RR 一 co 


(3. 19) 
(ii) 车 在 zo 的 某 个 邻 域 上 是 有 界 变 差 的 , 则 把 (3. 19) 式 右 


端 改 为 二 1 pz 十 0) 十 f(xo 一 0)] 后 ,该 等 式 成 立 . 
站 从 入 二 向 Fourier 重 积分 定理 ， 


$3.3 求 和 理论 


先 考虑 算术 平均 求 和 , 设 fEL(CR). 可 以 看 到 (3.17) 式 中 的 
f(x) 相当 于 Fourier 级 数 的 部 分 和 S,Cz), 于 是 相应 的 算术 平均 
应 当 为 :对 了 >0， 


or( 过 ) 一 示 上 | coaR = 一 均 二 | (| (| PopedjdR 
去 1 
T 


He f (em (| aa] dR] di 十 | fe | apjd| 
| 


1 和 f (Gem™dt, 
记 函 数 


1 一 上， fi| 委 1， 
DH) | | | (3. 20) 


0， It| 守 1， 
则 orCz) 可 改写 成 
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二 人 gl 到 | 7GDemrde (3. 21) 


由 (3. 20) 容 易 看 到 @EZLCR), 且 瑟 是 偶 函 数 . 
引 理 3.9 设 fEL(R),BEL(R), 记 人 BQ4) 二 KG), 则 对 a 二 0 
有 


| oedf em = 站 roDKG — dt, C3.22) 
A 
其 中 KG) 一 去 K| 村 


证 明 由 乘法 公式 (3.7) 以 及 定理 3.1(vi),(v) 便 可 得 到 . 1 
例 1 设 @(z) 由 (3.20) 给 出 , 求 @. 
解 ”通过 计算 可 得 


天 (四 一 锣 一 | (1 — |z|)e-smndz 
一 1 


1 
一 | 《1 — Xx) 。2cos2rtzd 
0 


Te 2 
=2 ps2 = [| ， (3. 23) 
还 可 算得 
x oo : 2 
I K(2)di = = | [型 du 一 1. (3. 24) 
于 是 ,根据 (3. 22) 及 (3. 23), 令 a 二 十, 得 到 


a i | | 广 (iesmadi = | GD)K CE — rdt 


加 ,7 ,sinxT (一 工 ) 了] 
= | Are T | 2 一 | dt 


下 1 / sinrYz 3 
-| ft Fe) a 
cc 二 2 
=- | fC- .Ee dy (3. 25) 
We 
上 式 有 端的 积分 称 为 了 的 Fejer 积分 , 示 | | 称 为 Fejer 
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核 , 如果 limor(z) 一 S ,就 说 了 的 Fourter 积分 在 点 xz 可 算术 平均 
求 和 于 '$， 

我 们 可 以 用 与 定理 2. 22 类 似 的 方法 证 明 f 的 Fourier 积分 
几乎 处 处 可 算术 平均 求 和 于 f(x). 但 在 这 里 将 与 下 面 两 种 求 和 法 
一 起 用 统一 的 方法 来 讨论 . 

其 次 考虑 Abel 求 和 法 . 如 果 有 

lim | elf (tJem"dt 一 S， 


yO 0 


就 说 了 的 Fourier 积分 在 点 x 可 Abel 求 和 于 9， 
例 2 设 B(r)=e- 1"!, 求 负 B, 


解 K()= $0() = | e 一 lzle 一 ?mtzq 和 


一 OO 


2 
1 十 (27z)? 


用 (3. 22) 式 及 (3. 26) 式 可 得 Abel 平均 的 公式 如 下 : 
u (X,Yy)= | el f Cymrud 一 | D2nyt)f temrdz 


一 2 | ercos2nizdz 三 (3. 26 ) 
[4 


| ee 
x We Cp 


= 二 | fda >0. (3.27) 
上 式 右 端的 积分 称 为 了 上 的 Poisson 和 令 
P(r,y) = 二 
它 称 为 Poisson 核 . 对 于 例 2 中 的 
K(t)dt = J P(x,y)dzr = = | ”二 re 


与 Abel 求 和 法 类 似 的 是 Gauss 求 和 法 . f 的 Fourier 积分 的 
Gauss 平均 为 


dt 一 1， 


ee | e— tu? f (4)emmd. 


如 果 有 
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lm G(x,a) 一 9， 
就 说 了 的 Fourier 积分 可 Gauss 求 和 于 4. 
例 3 设 匠 (z)=e-, 求 锡 
解 ” 开 () = $B() = | ee-2mudz, 
下 面 用 复 变 函 数论 的 方法 来 解 此 问题 , 设 z= 二 zx 十 iy, 求 函数 e- 
在 图 3. 1 所 示 闭 曲线 上 的 积分 . 因为 e“ 解析 ,由 Cauchy 定理 知 
| edz 一 0， (3. 28) 


图 3.1 
其 中 在 与 xz 轴 垂直 的 两 条 直线 段 上 的 积分 , 当 了 一 ce 时 极限 为 0. 
设 上 图 定 , 当 了 -> 十 ceo, 有 


T+u 2 
| ez dz 


T 


1 党 
一 中 e+to dy 有 | ev dy —» 0, 
0 0 


类 似 地 有 | | “edz | 一 0CT 一 十 oo). 于 是 根据 (3.28) 式 推 知 
中 与 z 轴 平行 的 两 条 直线 段 上 的 积分 的 极限 相等 ,加 


Le] 
i 2 i 加 
lim ez dz 一 lim | edzr= | ezdz 一 vx. 
T=+e J 一 < 


而 上 式 的 左 端 等 于 


De 2 1 
| e (rh) dz tm "| e (x 十 2x0)d 7 


联合 两 端的 结果 便 得 到 
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| oerdz = Vne’, 
因此 
K() = $04) = | = Vne-™. (3.29) 
容易 算得 


| K()dt = -edz = 1. 


1 | e 
a 
用 (3. 22) 及 (3. 29) 式 得 到 Gauss 平均 的 公式 

CG(zya) 一 | etre f (t)e"™™dt 


三 | f(zx— 1) (Ana) Ye-$dz. (3,. 30) 
上 式 右 端的 积分 称 为 Gauss-Weierstrass 积分 ,其 中 


(Za) = (4na) ze 和 
称 为 Weierstrass 核 ， 
以 上 各 种 求 和 可 以 统一 考虑 . 只 需 讨 论 当 ec 一 十 0 时 ， 
(fx 天 。)(z) 是 否 收敛 到 f(z). 
定理 3.10 设 fEL(R),K() 是 R 上 非 负 连续 侦 函 数 , 它 在 
[0,co) 单 调 递减 ,并 且 


| K(Wdt = 1, (3. 31) 
则 在 ff 的 Lebesgue 点 xz 处 ,有 
lim (fx K) (zx) = f (7). (3. 32) 


这 个 定理 是 定理 1. 9 的 特殊 情形 , 它 由 定理 1. 9 立即 推 得 . 
因为 了 的 连续 点 必定 是 了 的 Lebesgue 点 ,所 以 对 于 f 的 连 
续 点 x 有 (3. 32) 式 成 立 . 
定理 3.11 设 fEL(CR), 则 f 的 Fourier 积分 在 了 的 
Lebesgue 点 zx 处 可 算术 平均 求 和 (可 Abel 求 和 或 Gauss 求 和 ) 于 
f(x). 从 而 几乎 处 处 可 以 算术 平均 求 和 于 flzx), 同 样 ,也 几乎 处 
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处 可 Abel 求 和 (或 Gauss 求 和 ) 于 f(z). 

证 明 根据 (3. 26) 及 (3. 29) 便 得 知 Abel 平均 及 Gauss 平均 
相应 的 天 (都 满足 定理 3. 10 的 条 件 , 因 此 由 定理 3. 10 立刻 得 到 
本 推论 的 结论 . 关于 算术 平均 相应 的 天 (ti) 由 (3. 23) 给 出 , 它 在 
[0 ,ceo) 不 是 单调 递减 的 . 但 是 存在 常数 C, 使 得 


sinnt\? 


_C 
nt 人 1 十 此 
这 里 的 鼠 ( 世 是 非 负 连续 偶 函 数 , 在 [0,coe) 单 调 递 减 , 并 且 互 CE 
L(R). 根据 推论 1. 10, 便 可 得 到 关于 算术 平均 求 和 的 结论 。 | 

了 的 Fourier 积分 关于 上 述 三 种 求 和 法 ,也 可 以 得 到 与 定理 
2. 18 类 似 的 结论 . 此 处 不 再 讨论 . 

定理 3.12 设 fELCR), 则 了 的 Fourier 积分 按 亏 : 模 可 算术 
平均 求 和 于 f(x), 即 

lmfor— fll,=0. 
同样 地 ,了 的 Fourier 积分 按 万 模 可 Abel 求 和 (或 Gauss 求 和 ) 于 
fr). 

证 明 只 要 把 定理 1. 8 用 于 算术 平均 ,Abel 平均 及 Gauss 平 
均 ( 见 (3,25),(3,27) 以 及 (3. 30)). 它们 相应 的 玉 (O 都 满足 定理 
1. 8 的 条 件 . 根据 定理 1.8 即 可 得 到 结论 ， 1 

定理 3.13 设 fEL(CR), 并 且 fEL(R), 则 了 的 Fourier 积 
分 几乎 处 处 收敛 到 f(x), 即 以 下 反 演 公式 几乎 处 处 成 立 : 


上 femdt = f(r), a.e.. (3. 33) 


如 果 了 还 是 连续 的 , 则 反 演 公式 (3. 33) 处 处 成 立 . 
证 阴 由 定理 3. 11 得 知 ,f 的 Fourier 积分 在 Lebesgue 点 
处 可 Abel 求 和 到 f(zx), 即 


flr) = lim e 一 2 f (1) edz, a.e,， (3. 34) 


oS KW = | 


= HW), 


注意 到 当 y->0 时 ,上 式 右 端 被 积 函数 的 极限 是 fti)e””, 并 且 
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le-2widf()em= | If ELC(R), y>0. 
于 是 ,在 (3. 34) 右 端 用 控制 收 伍 定 理 便 得 知 反 演 公式 几乎 处 处 成 立 ， 


f(r) 一 | (Jezmzdt， ae.， 
若 了 连续 ,因为 连续 点 必 是 Lebesgue 点 ,因此 对 每 点 都 有 等 
式 (3. 33) 成 立 ， { 


定理 3.14 设 fELCR) 并 且 有 界 ,f (2) 非 负 , 则 了 的 Fourier 
积分 几乎 处 处 收敛 于 f(x). 车 f(x) 是 连续 的 , 则 反 演 公 式 处 处 成 立 . 

证 明 ”在 定理 所 给 条 件 下 ,可 以 证 明 ELCR). 按 假定 
if(z)| 志 M,Y xER. 由 (3.27) 得 


Iulxz,y)|= 下 e™2 lt Ff (1)emrd 


i | 
上 | ye 0) Fdt 


M oo 
< 人 | = M， y>0. 


特别 ; 取 z= 二 0, 有 
|u C0,Yy) | 一 下 emuf dS M. 


因为 f 非 负 , 上 式 积分 中 的 被 积 函 数 非 负 , 于 是 用 Fatou 定理 得 到 


0 过 | fa = ’ lim {f Qe dt 


< lim | f (We-™idt<M. 


3 十 0 = 
由 此 便 知 /ELCR). 用 定理 3. 13 即 得 结论 ， 1】 
定理 3. 15(Fourier 变换 的 唯一 性 ) 
(iD) 设 frE 工 (R) ,并 且 f()=0, a.e,tER, 则 f(z)=0, a.e. 
rxER. 


(ii) 设 f,g€EL(R), 并 且 f(2)==g (4), a.e.tER; 则 f(zx)= 
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g(X), a.€. TER, 


证 明 G) 因为 (1) 二 0, a.e. ,显然 fEL(R). 由 定理 3.13 
知 反 演 公式 几乎 处 处 成 立 : 


f(zx) = | f Qemd ~ 0, a.e,. 
.结论 (i) 由 4) 推 得 , 它 表 明 ,两 个 不 同 的 函数 必 有 不 同 的 Fourier 
变换 . 1 
定理 3.16 设 fEL(R), 若 存在 gEL(R) 使 得 8&8(1) 二 (2xit) 
。f (GER), 则 
f(x) = | 8(y)dy， ae.， 
即 存 在 PE ACiw ;使 f=9, ada. €, ,是 op'ELCR). 
证 明 我 们 有 
风 a 2mht 
[Cn fz DI) = ee)f 0) = 13 0), 
nt 
又 有 
0 A co 0 
(| g(CZ 十 wu)du | (1) = | (| g(r 二 udule "dr 
一 hh 一 oo 一 有 


1 一 ee 一 2mht 


2nt 


由 Fourter 变换 唯一 性 定理 得 知 , 对 每 个 产 之 0， 

jz) — f(r—h)= | gdu, a.e. + ER. 
于 是 有 

| fe) eg 上 | gear az 


对 每 个 固定 的 y 盖 0, 当 A 一 co 时 , 取 上 式 左 端的 极限 ,因为 FE 
L(R), 得 


一 | S(t)e™idu = 分 (1) 
一 上 


lim | fa) 全 
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-repdz 一 各 三 fcoaz= Jf end. 
而 由 控制 收敛 定理 ,到 前 一 式 右 端的 极限 得 
af eee feed 
因此 由 不 定 积分 的 微分 性 质 , 便 得 到 
天 Ga) 一 | sdu, a.e,， 


若 取 gz) == | _sCodx， 便 满足 定理 结论 的 要 求 。 1 
例 4 设 A(z) 一 车 二 ， 求 7 


基 es 
解 ” 由 例 2 知 ,车 (x)==e 5 人) Tm eCR): 用 
定理 3.13 可 知 反 演 公 式 成 立 , 即 
由 此 用 定理 3. 1(Cvi) ,得 


(1) = 了 。2Te 一 xi 一 Te 一 2r11 


§ 3.4 ZLZ2? 中 函数 的 Fourier 变换 


对 于 有 限 区 间 (a ,O) 4 属于 Li(a ,0) 的 函数 必定 属于 La ,0). 而 


对 无 限 区 间 , 这 样 的 论断 不 成 立 . 属于 严 (R) 的 函数 不 一 定局 于 
LCR). 例如 SELCR), 若 令 f(z) 一 =<, 便 有 fELICR), 但 f 


蕊 L(R). 因 此 对 于 了 EZ?CR), 按 前 面 (3. 3) 的 定义 , 它 的 Fourier 变 
换 可 能 不 存在 ,本 节 将 给 出 天 (R) 中 函数 的 Fourter 变换 的 定义 ， 
设 fe ZL2CR) , 它 必 定局 部 可 积 , 令 


cv 人 ti) 一 | f(r)e dz, (3. 35) 
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如 果 存 在 c(t) ELCR) ,使 得 


lim || c, — c |i; = 0,， 
on 1/2 有 
其 中 ccl={ 人 ce-eeoldj ,就 称 cGD) 为 了 在 CR) 
中 的 Fourier 变换 ,也 记 作 f (2), 表示 成 
ee oh et | fir)e-midz, (3.36) 


这 里 的 1.1.m, 表示 LL 平均 意义 下 的 极限 ,是 Limit in the mean 的 
缩写 . 

下 面 将 证 明 co 在 LCR) 中 的 极限 必定 存在 , 即 LC(R) 中 函 
数 的 Fourier 变换 总 是 存在 的 ,并 且 有 Parseval 等 式 以 及 反 演 公 
式 成 立 . 为 了 证 明 这 些 论断 , 先 给 出 以 下 引 理 . 

引 理 3.17 设 fEDNZCR), 则 

Lf = |f ll (3. 37) 


其 中 f(z) 由 (3.3) 定 义 . 
证 明 ” 若 能 证 明 等 式 
| rw 7 = | If lewd (3.38) 


对 一 切 XxE (一 co,00) 成 立 , 则 只 要 令 z 一 0, 便 得 到 结论 (3. 37). 
为 证 明 (3. 38) , 作 国 数 


pz) = | co 7 二 5dw， (3. 39) 


令 g(y) 二 了 (一 y), 即 有 hhCz) 二 (gx 了 (zx), 根 据 定理 3.4 知 hE 
了 (及 ) ,并 且 


ha) 一 有 GD Fi = ff0) = |f 1:0. 
又 由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 有 
[LACSIE<< A 
即 h(z) 有 界 .于 是 ,由 定理 3. 14 得 知 反 演 公 式 几 乎 处 处 成 立 , 即 
103 


hl(z) = 国 |f Ge) 1?emrdt, a.e.. 
可 以 证 明 h(x) 又 是 连续 的 : 


(3. 40) 


IAC(r 十 6) C—hCx)| = flu) Lu mr) 一 zr) Jdu 


< fe zd) fz) hdu) 0,0 0, 
根据 f 的 平均 连续 性 得 知 上 式 右 端 趋向 于 零 . 因此 反 演 公式 


(3. 38) 处 处 成 立 . 令 z=0, 得 结论 (3.37)， | 
定理 3. 18(Plancherel 定理 ) 设 fEI2(R), 则 有 


(GD 存在 f(4) EL:(R) ,使 得 
f (0) =1.im. | f(r)e "dx, 


亦 即 ef 一 c, | 一 0( 一 co); 
(u) Parseval 等 式 成 立 : 
LF l= | ls 
Gii) 反 演 公式 成 立 ， 
f(x) = 1.1i,m. | f (edz. 


对 任意 函数 gE€ 4(R), 也 有 以 下 Parseval 等 式 成 立 : 


| fo) gedr = | Food 


| cmscmdz = | ”ZenDgGz)dz 


证 阴 设 FEZ2(CR) , 作 以 下 截断 函数 
9 去 4 
广 (z) = I ee 
0， Iz| 了 r， 7 盖 0. 
易 知 EMCR). 如 果 设 rr' 半 r, 当 vv ,r 一 co 时 ,有 
[ff =| | [f(zx) 12dz 


r< zisr 


(3. 41) 


(3. 42) 


(3. 43) 


(3. 44) 


(3, 45) 


(3. 46) 


5 的 Fourier 变换 正 是 (3. 35) 中 的 c,(2)， 


fi = | mereedz 一 ec， 
根据 引 理 3. 17 以 及 (3. 46) 式 ,我 们 有 
Tf£—fl= fm f=>0 (rr 一 co)， 
于 是 ,由 L2(R) 的 完备 性 , 便 知 必 存 在 (2) 在 LC(R) 中 的 极限 0) 
EL2(R) ,使 得 
om~f l= 1 一 了 用 一 0 (>o%0). 


因此 有 (3.41) 成 立 ,f (1) 就 是 在 L2(R) 中 的 Fourier 变换 . 而 由 
引 理 3. 17, 有 


|f, 1; = | fl 
令 r 一 co 因为 lim | 三 一 了 上 二 0, 便 得 到 
fl = | f ll;, 


这 就 是 Parseval 等 式 ， 
下 面 证 明 反 演 公式 (3. 43) 成 立 , 因 JE 72(R), 存 在 紧 支 集 的 
阶梯 函数 @, 使 得 
lml|f—%l:=0. (3. 47) 


显然 VEZImZL2CR). 按 工 :中 国 数 的 Fourier 变换 定义 ,有 
p00) = | nr)e mde = lm | pr)e mdt. (3.48) 


因为 阶梯 函数 g 是 有 界 变 差 函 数 , 它 除 有 限 个 点 外 是 连续 的 , 从 
而 由 推论 3. 8 的 Gi) 得 到 


8Cz) = lim i ft)emrdt, a.e.. (3. 49) 


又 因 gq EZL2(CR), 根 据 已 证 明 的 (3. 41) 得 知 它 有 按 ZL 意义 的 
Fourier 变换 c(t1) EL2(R) ,使 得 


c, (t) = l. 1. nn, | (Te "dx. 
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注意 到 : 若 函 数列 几乎 处 处 点 收敛 的 极限 与 平均 收敛 的 极限 
都 存在 , 则 二 者 必 几 乎 处 处 相等 . 因此 cz) 一 多 人 ae. ,也 就 是 


多 人) = 1.1m， | mkze-zedz， (3. 50) 
并 且 名 (1) EZL2(R) ,根据 已 证 明 的 结论 (i) ,可 知 负 也 有 亏 意义 的 
Fourier 变换 , 即 
1.i. m， | (iezmzdt 
存在 ,从 而 它 与 (3. 49) 式 右 端 所 表示 的 逐 点 极限 应 当 几 乎 处 处 相 
等 , 即 
gz) = lim,| bemde. (3. 51) 
由 结论 ii) 的 Parseval 等 式 及 (3. 47) 式 得 到 
1 一 多 外 = ‖ 7 一 多 用 一 0 一 co)， 


因为 Ae 7Z2(CR) ,根据 结论 (iD 可 知 (3.43) 右 端的 己 极 限 必定 存 
在 , 记 它 为 


i (x) 一 1.1. m， | f (emdz 三 l, i, m, | fc— ze 一 2mztdt ， 


它 可 以 看 作 是 f( 一 起 按 L? 意义 的 Fourier 变换 ,于 是 有 

fz) 一 BCz) = f(t) Sm"(z). 
从 而 由 Parseval 等 式 得 

iI-g%l= 1 一 多 一 0 (2 一 co)， 
再 由 (3. 47) 式 便 知 廊 与 了 都 是 多 在 严 (R) 中 的 极限 ,因此 
f(x) = f(x), ae,， 
也 就 是 有 
f(r) = 1.i.m. | f (edt, ae, ， 


这 就 是 反 演 公式 (3. 43)， 
车 有 任意 函数 gEZL2(R). 对 f 二 +g 以 及 f+ig 用 Parseval 等 
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式 (3. 42). 先 由 
上 A 十 有 县 = 下 大 十 二 用 
得 到 


17+g 民 = 上 7 用 十 | fadr+| Fedrt+lell 
=1f+teli=1f 1i+| fadz+| fedrt+lsl 
Re| |  f8dz] = Re| | 7 5dz| 
类 似 地 由 
1f+w 虹 = | f 十 运 旧 
推 知 
Im| | Adz| 一 Im| | Bdz| 
从 而 得 知 等 式 (3. 44) 成 立 . 在 (3. 44) 式 的 左 端 用 & 二 (5) 代替 万， 
右 端 用 (8)^ 二 5 代入 , 便 得 到 (3.45) 式 ， 1 
注 若 令 
f(x) 9 [4 过 证 < 已， 
oi 其 他 . 
用 定理 证 明 中 类 似 的 方法 可 以 得 到 当 6,5 一 co,aya'> 一 co 时 ， 
[fm fsls= | fs— fiw ls—>0, 
从 而 得 到 Fourier 变换 的 更 一 般 形 式 
fa) 一 Li. m. | fez)e -mmdt 


2 一 一 CO 


fa,slx) 四 | 


由 此 式 与 由 (3. 41) 式 所 决定 的 f() 相 同 . 类 似 地 , 反 演 公 式 可 必 
写 为 


ee | " fr Jemudi, 
0 
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如 果 记 ZL2CR) 中 的 上 映射 多 为 ; 广 *> 广 , 即 (开交 0 一 六 4) , 则 
由 Plancherel 定理 可 推 知 ; 
(ERS 2), 
(FIAf) (x)= Fr), fF E LR). 
映射 多 不 仅 是 (CR) 到 性 (RD) 的 保 范 算 子 ， 
I 多 fl = | fil;, 
而 且 它 的 逆 算 子 是 多 一 一 多 ? ,还 有 ， 
(Ff) (zx) = (FN (~ 72), 
多 “1! 的 定义 域 是 12(R), 亦 即 多 的 值 域 是 I2(R) 全 空间 ,因此 可 
称 多 是 LC(R) 到 工 (R) 的 西 变换 . 
Plancherel 定理 还 有 另 一 形式 ,写成 以 下 定理 . 
定理 3.19 设 7JE 严 (R), 则 


轴 a d e — 2mxt —] 
f 0) = dz lw fx) 二 了 RE dzr， 8,e,.， (3, 52) 
并 且 
@2mt i 
fr) = | FO ld, ae.. (3.53) 
XT 
证 明 We 
和 oo 一 2rr __ 
f (wu)du = 上 f(r) dz. 《3. 54) 


因 fE€L(R), 站 全 一 一 ELR), 故 上 式 右 端的 被 积 函 数 是 
Lebesgue 可 积 的 . ee f(w) 满 足 (3. 41) 式 . 若 记 
cr(U) = | f(x)e "dr, 


@, (1) = | ea = 上 [| fc)e-mmdz au 


@ ~ 2mzt ce ] 


一 | Acer dz， 


一 2 人 
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BD(t) = | fwdu. 
那么 ,对 任意 固定 的 :有 
|®0) — BG)|= | Eze — Cc,(u) jdz 


hlfF -els>0 ro0. 
由 此 推 知 
DO) = lim®,(), 


便 可 得 到 (3. 54) 式 ， 
| Foodx= hm | eye 


—2mr 1 


— 2A1X a 


一 2mtxzf __ 


= | f(r) dz, 


-一 N17 
上 式 左 端 是 f 的 不 定 积分 ,两 端 关 于 1 取 微 商 , 便 得 到 (3. 52). 类 
似 可 证 (3.53). | 


3 3.5 眷 积 及 其 Fourier 变换 


在 定理 3.4 中 曾 指 出 :大 f,g EIICR),; 则 fxg 也 属于 
FICR) ,日 (fx 8g) 和 G2) 一 f(t)，&8(). 但 如 果 了 与 g 都 属于 L2(R)， 
那么 还 不 能 推 知 fx g 是 平方 可 积 或 可 积 的 ,也 就 得 不 到 上 述 等 
式 .这 时 了 .5 及 三. 号 都 是 可 积 的 ,从 而 可 以 得 到 相当 于 上 述 等 
起 经 过 道 运算 所 得 的 结果 . 

定理 3.20 设 f,gEL(R), 则 

(Feg)AGD = (f x 8§) 0). (3. 55) 

证 明 设 上 固定 , 若 记 

h(r) = g(r)e™”, 
我 们 有 
hlu)= 1.i.m. | g(x)e™!)e mudz 


ro 
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一 1, 1 ， m, | g(r)e "ewdzr 
= f(t — u). 
因为 (f，g)ELCR) ,根据 定理 3. 18 的 (3. 44) 式 , 便 得 
(f ». g)*(t)= | f(r)e(r)e "dz 


a | _f Rdz a | _f hdu 


fuEB — udu 


= (f *&(t), 
即 (3.55) 式 成 立 ， 1 
前 面 曾 说 过 , 记 ( 多 有 GQ)=f(), 由 反 演 公式 (3.43) 知 
Fa = HF A) = Lim. 上 f (yemadt. 
因此 对 于 gE 忆 (CR) , 它 的 Fourier 道 变换 满足 
(Fig) x)= 1i.m. | g(t)emrdz 
= (Fg)(— 7), (3. 56) 
Fig(t)) = Fg(— 1)). (3. 57) 


推论 3.21 设 AgE72CR), 则 Frxg 是 广 。86 的 Fourier 道 
变换 , 即 


| (Ee dt = (fx g) (zr). (3. 58) 
证 明 根据 (3.57), 并 用 (3.55), 可 得 
| Poeaemd = | fC)8( te md 
= Ff (FB) = (fxg) (x). 
如 果 f 与 g 都 属于 CR) ,我 们 推 知 fx gEL”(CR), 尚 不 能 


讨论 fx g 的 Fourier 变换 ,但 车 f 与 g 中 有 一 个 属于 L1(R), 便 
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知 了 *gEZ2 (CR) 它 的 Fourier 变换 就 有 意义 了 ， 
定理 3.22 设 fEL(R),gELCR), 则 
(f # 8)"(t) = f 0) 80). (3. 59) 
证 明 因为 有 [fxg lf gi 所 以 知 fxg€ 


I2(R), 而 由 EL2CR),8EL”(R), 可 知 f，&E12(R). 我 们 来 
证 明 下 式 成 立 ，; 
FH-1f B= fxg. (3. 60) 
先 考 虑 


| f (8 Ct) em"dt = | few (| g (ue "udu jd 
-一 六 gu) (| f (Wem -dt du 


所 | scopcz — udu = (f,* g)(7x), 
其 中 第 二 个 等 号 是 根据 Fubini 定理 . 又 记 
f= | femd, 
由 (3.43) 知 lim 上 ,一 了 ,二 0, 便 得 


fxg—fxgli< lf —fillgsl—>0 ro. 
因此 有 


FFB) = 1m, | f 8 Gemdt 
=|1.i.m,.(f,xg)= fxpg. 


根据 Plancherel 定理 ,对 (3. 60) 式 两 边 作 用 算 子 多 , 便 得 到 
(3.59)， | 


383.6 应 用 与 例 


Fourier 变换 与 Fourier 积分 在 数学 ,物理 与 无 线 电 等 许多 方 
面 都 有 广泛 的 应 用 . 在 这 里 我 们 只 能 对 部 分 例子 作 一 些 介绍 . 
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1. 求 积 分 的 值 


我 们 可 以 利用 某 些 已 知 函 数 的 Fourier 变换 的 表示 式 以 及 
:Fourier 变换 的 性 质 或 关系 式 , 求 出 一 些 积分 的 值 . 
例 1 求 下 述 广 义 积分 与 积分 的 值 : 


D(x) = lim -一 | Stcoszidz， 


”sint sin -= 
Ta = 二 | nt 2 2g, 
其 中 a 是 实数 ,人 > 0. 
解 考虑 函数 
1， Ix| 三 1， 


D(x) = 0， zl 盖 1 
2 
( 见 图 3. 2), 显然 DE 关 CR) 
LCR). 它 的 Fourier 变换 为 


1 1 
DQ) = | emdz = Sa. 
和 nt 


DELI2CR). 因为 D(x) 在 任意 有 界 
区 间 上 是 有 界 变 差 的 ,所 以 根据 推 
论 3.8 得 知 

和 lm| etnndt 一 D(zr)., 
上 式 左 右 两 端的 实 部 应 当 相 等 ,由 此 得 到 


R 
[i | 2 
Rx T 
令 z= 二 2nt, 便 算得 
i 1 
Di(Cz) = lim 1 | di Dz), 
Rroo TX —R u 


下 面 利 用 Parseval 等 式 (3. 44) 来 计算 I(a,). 根据 定理 3.1 
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及 户 (4) 的 表示 式 可 算得 
4 ， sinagt 


[P 到 |] (= 充 D it 2 
pe) ] = R=. 
A 


nt— a) 
于 是 由 (3. 44) 式 便 得 到 
请 


it—a 


9 


= eS 门 (2rz) ceoeD| 3 2 dz 


二 | DC2rz)D| Tz eanardz 
从 而 把 DCz) 的 表示 式 代 入 算得 :车 天 0， 


1/2n sina 
«| e—2"mard 7 = 一 ne A 之 1， 


一 172r 


IT(a,A) = . ， 
/72r 
| 和 ee le 
—A/2n [#8 
1，4 之 1， 
1(0,A) | 
XA， 0 一 1 一 1 


当 )<0 时 ,也 可 由 Te, 一 一 r(a ,|hj) 算 得 它 的 值 ， 特别 , 若 a 二 
0,4 二 1, 得 到 


OLD 13 
亦 即 (3. 24) 式 成 立 . 
例 2 设 函 数 
1， Ix| 委 0， 
0， Iz| 宇 5 十 上 ， 


Q(x) 一 人 Cr 人 六) = 线性 函数 ， 6 之 + 之 6 十 hh， 


— (6++h)re—d 
见 图 3.3), 求 20). 
解 QCr) 可 以 看 作 函 数 ACz)( 见 图 3. 4) 通 过 适当 的 展 缩 后 ， 
所 作 的 线性 组 合 ,其 中 和 
1 一 zl， x , 
0 ee re 
今 
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不 难 验 证 
Q(z30,h) = [6 十 和 As(z) 一 As(z)] 
( 见 图 3.5). 由 (3. 23) 式 知 


一 (ff 十) 一 分 
3.4 3.5 
于 是 由 定理 3.1 得 
a 1 1sinrRRt 2 
Ar(t) = RI 
从 而 由 前 面 的 关系 式 便 得 到 
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sln2r(G + h)t 一 Sin27r0t 


QQ) = hy 


2. 求 积 分 方程 的 解 


在 一 些 应 用 问题 中 常 遇 到 以 下 类 型 的 积分 方程 
| Ke — pdy = f(x). 
若 函数 K(x) ECR),f(r) EL2CR) ,我们 求 这 个 积分 方程 的 属 
于 ICR) 的 解 9. 由 定理 1.3 知 左 端的 玉 *pEZ2(CR) ,对 该 方程 两 
边 取 Fourier 变换 ,得 到 
KU) .0) = f 0). 

只 要 尺 (4) 关 0, 便 有 

Pt) 一 了) 

及 CD) 

如 果 此 式 右 端 是 LC(R) 中 的 函数 ,利用 Fourier 逆 变 换 便 可 解 得 


;= ) 
px) 一 | 
也 可 写成 
f A 
p(T) 一 | (— x). 
例 3 设 fEL2(R), 求 满足 以 下 积分 方程 的 解 PE L2(R)， 
po 一 | egy)dy = fz). 


解 ” 根 据 (3. 59) 和 (3.26) 式 ,对 方程 两 边 取 Fourier 变换 ,得 


到 
PC) 一 4 开赴 和 | 9 FS 
1 十 47r2t2 
解 得 
和 1 二 4n 
p(t) = T 4 an oA 2) 
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注意 到 车 2 之 ,对 某 些 z 的 值 上 式 右 端的 分 母 为 零 . 而 对 于 其 他 


情形 , 即 是 小 于 三 的 实数 ,或 4 是 虚 部 不 等 于 零 的 复数 ,分 母 不 
为 零 ,我 们 有 
< 1 十 4n2z: 
p(z) = 7 |. 
作为 一 个 特例 , 设 f(x) 二 e- 中 , 则 


| 1 十 4rez? ; a 
Re 6 十 4r 天 一 24 1 十 drip 


tr 


| 2 已 2 
-1 一 2 十 4T222 
基 4< 去 ,利用 (3. 26) 的 反 演 公 式 , 便 可 求 得 解 为 


] 区 三 NY1~— 24ir| 
1 一 24 


P(X) 一 


3， 求 微分 方程 的 解 


此 处 需 用 到 函数 微 商 的 Fourier 变换 与 函数 自身 的 Fourier 
变换 的 关系 式 , 即 (3. 12) 式 . 

例 4 求 常 微分 方程 

wo—u=—f (3. 61) 

的 解 . 

解 ” 我 们 先 形式 地 作 运 算 ( 即 假定 x 与 了 都 满足 运算 所 需 的 
条 件 ) ,对 方程 两 边 取 Fourier 变换 ,得 

(2rit) 玩 一 到 一 一 三 ， 

即 得 


~ 


a 


oe 1 
”1+ Qn 
根据 (3. 26) 的 反 演 公式 得 到 


a (Be ee | e-er-ylrgy)dy (3.62) 
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若 f 满足 适当 的 条 件 ,可 以 验证 由 (3. 62) 式 表示 的 xz 满足 方 
程 (3. 61), 例如 , 设 fECCOR)NMNCR), 可 以 验证 ; (1) uwEC?(R) 门 
LCR),u"ELCR);(2) zx 满足 方程 (3. 61). 为 此 将 (3. 62) 式 改写 
成 ， 


22 一 | ef dy 
人 


e “Hf(y)dy 十 | >7Goody 


| eyf(y)dy 十 "| ef Ody. 


在 假设 fE CCR) 站 ECR) 的 条 件 下 ,不 难 验证 符合 可 微 的 条 件 ， 
可 求 得 


(2x) 一 一 | ef(ydy de” .ef(zr) 
十 ec ef Ody a 


= | 一 [sgnkz 一 y) ]e- vf(y)dy. 
x!' 仍 可 微 , 求 得 
(2u) ”= | ef (ydy —e .ef(r) 


十 | efoy)dy — ee f(x) 
一 22 一 2f,， 
故 x 满足 方程 (3. 61). 而 由 以 上 各 式 及 关于 f 的 假定 不 难 验 证 结 
论 (1). 


例 5 考虑 无 穷 长 杆 的 热传导 问题 ,假设 给 定 了 初始 温度 
f(r); 
Ou oau 
| 0 (3. 63) 
u(x,0) = f(x). 
li7 


因为 没有 边界 ,所 以 在 上 >0 时 无 边界 条 件 ,但 我 们 将 假定 f(x) 在 
无 穷 远 处 足够 快 地 下 降 到 零 使 得 f 在 全 实 轴 上 可 积 . 
我 们 对 方程 (3. 63) 两 边 形式 地 取 Fourier 变换 ,得 到 


一 一 4niaéi(é,t), 
26,0) 一 了 (6). 
今 
v(§,t) = UE,), 
问题 化 为 
| > 一 一 4r2a&2m， 
ve 0 Sy 


对 每 个 固定 的 ,这 是 带 有 初始 条 件 的 常 微分 方程 , 它 的 解 不 难 求 
得 ,就 是 

v(t) 一 站 (人 = f (ee. 
由 反 演 公式 得 到 

wz 四 一 | fF (be memetdé. 


而 根据 公式 (3. 30) ,其 中 a 二 at, 又 可 得 到 


u(rz,t) = (f x w) x) er se | fye- edy, 
(3. 64) 


其 中 w(x,a) 是 Weierstrass 核 . 不 难 验 证 w(xz,ait) 满 是 热传导 方 
程 (3. 63). 假设 fE ZCR) ,根据 定理 1. 5 及 其 后 的 注 可 以 推 知 ,对 
于 按 (3. 64) 式 表示 的 u(xz,z) 可 以 在 积分 号 下 取 微 商 ,由 此 得 知 
u(x,t) 也 满足 热传导 方程 (3. 63). 再 根据 定理 1. 9 便 得 知 


lim u(x,1) = f(x), ave.， 
i—0 


如 有 果 还 假定 f(x) 连续 , 则 上 式 处 处 成 立 , 亦 即 x(z,z) 满 足 初 始 条 件 . 
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4. Poisson 求 和 公式 


设 f(x) 连续 ,并 满足 
{f(z)| CU 二 |x|) 7, 
[fCI+ Ix) i, zrER, 
其 中 6>0, 则 有 以 下 等 式 成 立 ， 


DY Hz 十 za) = fm)em, (3. 65) 


m= 一 Oo m= 二 一 00 


y， fm) = D3 f Cm). (3. 66) 
我 们 称 这 两 式 为 Poisson 求 和 公式 . 

证 明 根据 对 上 了 的 假定 , 易 见 (3.65) 左 端的 级 数 在 0 委 z 委 1 
一 致 收敛 , 记 其 和 为 g(x)， 


g(7X) = » f(z 和 ++ m), 
于 是 g(z) 是 以 1 为 周期 的 连续 函数 , 我 们 来 计算 它 的 Fourier 系数 ， 
d; 一 | gC)e- mdz. 
(由 8$1.1 我 们 知 以 了 为 周期 的 函数 g 的 Fourier 系数 为 
去 | gCz)e-”rdz), 把 g(z) 的 级 数 表示 式 代 人 ,并 由 级 数 的 一 
致 收敛 性 推 知 , 该 式 中 的 求 和 与 积分 可 以 交换 顺序 ,从 而 得 到 


di= 人 fz 十 ma) le-™dz 


> | fcr 十 za ye 一 ?mkzd 信 


卫 一 一 CO 


oo a 
> | f(t)e "dr 


m= 一 on 


上 fae-™dr Ee fp). 


| 
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由 此 可 见 , (3. 65) 式 的 右 端 正好 是 g (x) 的 Fourier 级 数 , 而 由 对 
f 的 假定 可 知 这 个 级 数 一 致 收敛 . 根据 第 一 章 习题 第 1 题 便 推 知 
《3. 65) 式 成 立 .该 式 左 . 右 端 都 是 连续 函数 ,等 式 是 处 处 成 立 的 . 令 
+ 一 0, 就 得 到 (3. 66) 式 ， 


令 


fz) em ， f(y) 5 a tit>0, 
在 (3. 66) 式 中 ,特别 取 了 等 于 f,, 便 得 到 
让 一 mo 二 De”, 


m= 一 o0 


这 正 是 §$ 2.8 关于 theta 函数 的 Jacobi 恒等式 . 
S，Heisenberg 不 等 式 与 测 不 准 原理 


大 家 知道 ,微观 粒子 的 运动 是 量子 力学 研究 的 对 象 . 物理 学 家 
揭示 出 微观 粒子 具有 与 宏观 质点 根本 不 同 的 性 质 , 即 具有 微粒 和 
波动 的 双重 性 质 .于 是 在 量子 力学 中 ,用 波 来 描述 粒子 (例如 电子 ) 
的 运动 ， 

在 一 维 情形 ,用 波 函 数 f(x) 来 刻画 粒子 沿 zx 轴 的 运动 状态 
《认定 je LCR)), 根据 实验 事实 ,用 波 的 强度 ( 即 f(x) 的 振幅 的 
平方 ) 来 表示 该 粒子 位 于 点 x 处 的 概率 密度 . 从 而 粒子 位 于 区 间 
[La ,0 的 概率 为 


b 
| |f Cx) 12dz， 


显然 ,粒子 必然 位 于 z 轴 上 , 即 粒子 位 于 x 轴 上 的 概率 应 等 于 1 
也 就 是 应 当 有 

| 
这 个 条 件 称 为 规 一 化 条 件 . 


由 波 函 数 f(x) 的 Fourier 变换 可 以 给 出 粒子 动量 为 p 的 概 
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率 密度 . 我 们 定义 Fourier 变换 的 某 种 变型 为 Ap)， 令 

人 & -pzx/h dz 一 1 站 PP 
其 中 是 Planck 常数 . | 了 "(p) 1 可 解释 为 粒子 具有 动量 六 的 概率 
密度 , 根据 Plancherel 定理 可 得 到 


i (p) 1dp = 5 [| 


全 


区 


2 
27h ] a 


= | Ifow hdy= fli=1. 


位 置 与 动量 的 测 不 准 关系 是 由 物理 学 家 W，Heisenberg 首先 
得 出 的 ,这 是 量子 力学 的 基本 结果 之 一 . 它 指出 :微观 粒子 的 位 置 
确定 得 愈 准 , 则 粒子 的 动量 值 愈 确定 得 不 准 ,反之 亦 然 . 这 个 原理 
表明 ,对 微观 粒子 的 运动 不 能 应 用 古典 质点 按 轨 道 运 动 的 观念 ( 质 
点 在 每 一 时 间 具 有 一 定 的 位 置 和 一 定 的 动量 )， 

为 了 给 出 更 精确 的 定量 结果 , 设 JE 性 (CR) ,引进 一 个 量 


| (xr — a):|f(r) ldzr 
| eraz 


量 4 是 对 了 在 多 大 程度 上 没有 集中 在 a 点 附近 的 一 种 度量 : 若 
f 的 值 在 a 点 的 一 个 小 邻 域 以 外 非常 小 , 则 Af 小 ;反之 ,者 了 的 
值 集 中 在 远离 a 点 处 , 则 A,f 大. 换 名 话说 ,4 是 了 离开 au 点 的 
平方 偏差 , 对 于 广 ,4. 广 有 类 似 的 含义 ， 

Heisenberg 不 等 式 为 : 设 fEIL2(R), 则 对 任意 4,aER, 有 

(A CAF ) 2 (16x2)-1. (3. 67) 
通过 变量 替换 不 难 算得 
Asf* = (2xh)’Aspmf . 

于 是 , (3. 67) 式 就 化 为 


2 
(A,f) (Af') 之 二 (3, 67') 


A 
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它 反映 了 位 置 与 动量 的 测 不 准 关系 :粒子 的 位 置 确定 得 傅 准 (A。f 
小 ), 则 粒子 的 动量 值 确定 得 傅 不 准 (4,f* 大 ) ,反之 亦 然 . 

不 等 式 (3. 67) 表 明 : f 与 f 不 能 两 者 都 集中 在 单个 点 附近 ， 
这 个 结论 由 以 下 数学 事实 不 难 理解 . 


设 函 数 fEL2CR) ,并 且 对 一 切 16| > 6) 一 0. 作 积 分 
F(z) = | f (€)emdé. 


它 对 一 切 复数 > 有 意义 ,并 且 可 以 在 积分 号 下 取 微 商 . 由 此 得 知 
F(z) 是 解析 的 . 把 整 函数 瑟 (=) 限 制 在 > 轴 上 ,根据 反 演 公 式 便 知 
它 等 于 f(z). 若 f(x) 在 某 个 有 限 区 间 之 外 为 零 , 则 由 整 函 数 的 性 
质 推 知 F(z) 恒 为 零 ,从 而 f 恒 为 零 ,这 是 平凡 的 情形 . 对 一 般 的 情 
形 , 以 上 讨论 表明 如 果 f 在 某 个 小 区 间 以 外 是 零 , 那么 f 的 值 
不 会 集中 在 一 个 有 限 区 间 上 ,而 必定 是 散布 在 全 实 轴 上 . 

下 面 给 出 Heisenberg 不 等 式 的 证 明 ， 

首先 设 a= 二 a==0. 一 般 情形 将 归结 为 这 种 情形 , 这 时 (3. 67) 式 
化 为 

(fxr ae) (| #1f 1) > Glen 17 

(3. 68) 

其 中 fh=(| lflidz) 

不 妨 假 定 a‖zxf D<oo, 并 且 $f <<o0. 因为 , 若 (3. 68) 式 左 
端 两 个 因子 中 有 一 个 为 十 ce, 另 一 个 大 于 零 , 则 (3. 68) 式 显然 成 
立 4 而 若 有 一 个 因子 为 零 ,可 推 知 f(x)=0,a.e. 9 即 | f ;二 0, 则 
(3. 68) 也 显然 成 立 . 按 假定 f,xzfEL:(R), 由 Holder 不 等 式 便 得 


[ras (Tmt) (ate) 


过 十 ce， 
即 FELLCR). 类 似 地 ,由 ,ffEL:(R), 也 推 知 fELI'CR). 从 而 了 
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的 反 演 公式 (3. 33) 几 乎 处 处 成 立 ， 
在 上 述 假定 下 ,我 们 可 以 取 到 f,EC™~(R), 并 且 在 无 穷 远 处 
速 降 ( 见 § 6.1) ,使 得 


lim | (1 + dmé2) | fC€) — Fé)|idé = 0 (3.69) 
(参看 第 一 章 习 题 第 12 题 ). 由 此 得 知 {2mé 了 f,) 是 L2(R) 中 的 基本 
列 , 因 此 , 必 存 在 gE€ 12(R) ,使 得 

lim | 2riéf, — £1 = 0. 
而 由 (3. 69) 可 推 知 
lim | 2riéf, 一 2riéf ll; = 0， 
于 是 £=2rié f, a. €,. 
考虑 不 定 积分 | gCy)dy, 可 以 证 明 它 是 | fidy 的 极限 : 对 
每 个 固定 的 xER, 由 Holder 不 等 式 得 
T T TI 1/2 
eyay— [fcwdy < ve 一 ra 
<vrle—fil,.=vrlgs— fl 
~ VT |2néf — 2riéf,|,—>0, n> o. 


上 式 对 f, 用 到 定理 3. 5. 
不 妨 假定 f(x) 连续 ,否则 根据 反 演 公 式 ,我 们 用 连续 函数 


人 Deereae 来 代替 对 等 的 Fr), 于 是 用 反 演 公式 得 到 
ACO 
oo 1 172 om 2 a 3 1/2 
<[[ Td | Ui 十 4r262 ) | 让 | dé| 


— 0， 7 一 > OO, 


从 而 得 知 
| onday= lm| 六 ondy = lm[f,(z) 一 六 Oo)] 
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= = (0 
这 表明 f(z) 绝 对 连续 ,并 且 对 几乎 一 切 点 x, 了 (xX) 二 g(x)E 
IL2(R). 由 Plancherel 定理 得 知 
| 2riéf ,= gl = Dal;= Fl:. 
现在 我 们 可 得 下 面 的 不 等 式 


ar(| fen hdz) (| lf Ce) ae 


= [| lzfC) az (| |2riéf (é) 12d6] 


| 


(Fa par) (| Fa) lds) 
> Izff dz] (由 Schwarz 不 等 式 ) 
> [| = 于 CA +z Fydz] 
( 因 志 (a 十 a) = Re a 二 |al|) 
-4 

i[zIf1| 一作 xpaz] 
-na 


这 就 是 (3. 68) 式 .以 上 最 后 一 个 等 式 成 立 是 因为 :由 前 面 的 不 等 式 
及 fEI2CR) 不 难 证 明 
im 417(4) 上 及 lim (一 BIf(— B)1|’) 
存在 并 且 必 等 于 零 . 
对 于 任意 的 a,a€E R, 今 

G(r) = e "f(z + a), 
显然 GE IL(R). 容易 验证 

Af=AG, Af = AG. 
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于 是 由 前 面 已 证 的 结论 得 到 
(A A ) = (MO) (AG) > 6n)-!, 
即 (3.67) 式 成 立 ， 


§ 3.7 多 元 函数 的 Fourier 变换 


我 们 用 R" 表示 n 维 ( 实 ) 欧 氏 空 间 ,R" 中 的 元 为 zx 一 (ziyzy， 
一 (人 记 和 与 i 的 内 积 为 证 一 有 十 十 
znta9X 的 模 为 |x | 二 《x 十 十 xz?) 车 fEL(R"),f 的 Fourier 
变换 有 定义 为 

f0) = | ,fe-mmdaz, 
$ 3. 1 中 关于 一 元 函数 的 Fourier 变换 的 各 个 定理 都 可 相应 地 推 
广 到 多 元 函数 的 情形 ,只 有 少数 结论 要 作 适 当 改 动 , 以 显示 它 与 维 
数 的 关系 ,叙述 如 下 : 

定理 3.1 (vi) 记 展 缩 算 子 为 工 : (T(z)= f(ax), 对 实 
数 2 天 0, 有 

(TP) = Lf 
|a| 

定理 3.5 ”4) 设 fELCR"),zxifEL(R"), 这 里 zx 是 x 的 第 
& 个 分 量 , 则 f 关于 xz; 可 微 , 且 


OO 
Ez () = (~ 2 f(x)) 0). (3.71) 


a 


: (3.70) 


GD 设 /ELZCRD ,了 关于 x 局 部 绝对 连续 , 且 3CELCR"), 则 


[ 熙 ] 天 = 2rit,f (2). (3. 72) 
为 了 得 到 定理 3. 5 (ua) 的 结论 ,还 可 给 出 另 一 种 形式 的 条 件 ， 
为 此 介绍 下 述 概 念 ; 设 fELR") ,如 果 存 在 gELIi(CR") ,使 得 当 忆 
—0 时 ， 
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(2 


We 


其 中 由 = (0，…0, 和 0， 0), 就 称 了 按 二 : 范 数 关于 zi 可 微 ,而 
函数 g 就 是 了 按 LL! 范 数 关于 xz; 的 偏 导数 . 我 们 有 以 下 论断 ， 

定理 3.5” Gi) 设 fEILIR"),g 是 了 f 按 LB 范 数 关于 zx 的 偏 
导数 , 则 


— g(x) 


dzj~ 0， 


8 = 2ritsf 0). (3. 73) 
证 明 根据 定理 3.1(iv) 的 2” 维 推广 ,我 们 有 


本 2rth ___. 
1 一 7 
a A 
_ 人 fe @| 
<< gz) — E+- a 0, h; 一 0. 
k 


而 上 式 左 端 当 太一 0 时 的 极限 为 180) 一 2ritf 0) |, 由 此 得 到 
(3.73) 式 .1] 

定理 3. 5' 可 以 推广 到 高 阶 导数 ,其 条 件 就 不 再 详 述 ,只 介绍 
以 下 公式 ,它们 在 适当 条 件 下 成 立 : 


(Dr yx) = ((— 2rir)’ fx) 0), (3.74) 
(Df) = (2xit)* 广 (ti)， L375 
其 中 人 是 n 元 非 负 整数 组 a (ai 位 2 9 ,Qn ) 9 X= 1112。 人 9 
py OTet' tte, 


~ Bx Or Or 
我 们 的 主要 问题 仍然 是 考虑 反 演 公式 
edi 医 Cesnzvdi 


是 否 成 立 ? 一 般 来 说 ,7 不 一 定 可 积 , 上 式 的 积分 可 能 不 收 伍 . 为 此 
要 考虑 求 和 法 . 
了 的 Fourier 积分 的 Abel 平均 是 
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u(x,y) 一 | en7 (edit, y>0. 


车 有 极限 limu(z,y) 王 5, 就 称 了 的 Fourier 积分 在 点 工 可 Abel 求 


和 于 $， 
类 似 地 ,了 的 Fourier 积分 的 Gauss 平均 是 


G(r,0a) = | eol f (edt, a>0. 
若 有 极 限 limG(z,a) 二 5S ,就 称 了 的 Fourier 积分 在 点 x 可 Gauss 
求 和 于 49， 
引 理 3.9 若 fEL(R”),BELCR"),@ (一 开 (, 则 对 于 wa 
| ,有 
| Du)f emidt 一 | 当 DR rdt. (3.76) 


为 了 应 用 (3. 76) 式 , 先 要 求 出 e ”I 及 ez 的 Fouirier 变 
换 , 其 结果 为 : 


>0, 邻 Kl) =BK 


(GD) (Cel) A=c,/(1 十 | 了 ,其 中 c=T 1] fr 
(3. 77) 
(ii) Ce lz ) A 2 "2 MA, (3.78) 


《3. 78) 式 可 以 归结 为 利用 一 维 情形 的 (3. 29) 式 . 因为 |x1’= 
下 


A 
| e 47x” |x| e 2xiT idzx 
R 


2 Sn 2 2 
ae [| @ 4 te-mmadz | 中 已 一 4 Temmdz, | 
一 oo 一 OO 


| 1 ee 十 急 )74 
2Vn : 
为 了 验证 (3.77) 式 , 先 建立 下 列 三 个 等 式 ， 
1 _ [at 
(1) [一 | di (3.79) 
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这 个 等 式 是 显然 的 . 


(2) abe 二 | [sdz， A>0. (3. 80) 
此 式 由 留 数 计算 公式 不 难 算得 , 令 


er” _ 9(z) 

1 十 z2 yz) 

z 一 ! 是 分 母 的 一 级 零点 ,因此 了 在 z=i 点 的 留 数 为 多 4. 取 r> 
1, 闭 曲线 荆 由 实 轴 上 (一 r,7) 与 圆周 1]z|==r 的 上 半 部 所 组 成 ( 见 
图 3. 6), 便 有 


f(z) = 


1 er 汪 9 (1) 本 人 
2x1 | dz= Jy (1) | 21" (3. 81) 
在 上 半圆 周 z= 二 re”,0 志 97x， 
@— Brsing 
|f (2) | 过 i 
因此 f 在 上 半圆 周 的 积分 当 r->co 时 极限 为 零 . 于 是 由 (3. 81) 式 ， 
令 ~ 一 co, 便 推 得 (3. 80) 式 . 


图 3, 
(3) es= 二 | Er pwduy, BS>O (3. 82) 
VR Vu 2 


此 式 通 过 把 (3. 79) 式 代入 (3. 80) 式 ,再 交换 积分 顺序 ,并 且 用 
(3. 29) 得 到 ， 


a ' a 
6 一 一 - 一 -一 18z (liz Du 
ee 


2 2 
到 人 | Qu7 ewdz du 


< 一 
7 
(ey 


xD 1 2 
er. V nee/idu 
在 


0 u 


a 1 隐 EF/ 
VR Vu 
利用 (3. 82) 式 ,再 用 (3.78) 与 (3.70) 式 便 可 导出 (3.77) 式 : 
1 > er _ 22 
一 2rjz| -2maet 一 4 |2| /ud 一 2rtrof 
民 ” se jE Re 中 dz 


2 2 5 
e 4 ”| 了 | /ue 2n12 ‘dx |du 


i 
ee 


l Re 2 
te! 《一 1)72 CO— (+ Yu 
Tef+D | u e dz 


1 1 few- 
二 — y” Ve "dy 
7 二 1)/2 (1 十 |z | 2 多 ji)72 0 


1 十 1 
= 工 9 (1 十 DI 
用 (3. 76) 及 (3. 77) 式 便 可 得 到 Abel 平均 的 表达 式 ， 


u(xX,y)= | e251 f tye"™ "dt 
R" 


1] 1 


(nt 1)/2 


1 
一 | re ES 
是 [1 dl 
y» 
= | f WP — 1d, y>0, (3. 83) 


其 中 


a n 十 1 | cnt /2 
c 二 :下 7 J ; 


a > 
P(r,y) Cn (Cy? |> | 本 
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P(zy) 称 为 (上 半空 间 RT! 的 )Poisson 核 . 
类 似 地 ,用 (3.76) 及 (3.78) 式 可 以 得 到 Gauss 平均 的 表达 式 


G(X,0)= | erell f (ft)e "tdt 
Rn 
= 中 fla"2 "m/e lzl /nd 
RR 


ee | rowc 一 todi，a>0， (3.84) 
其 中 


页 (zya) = CAna) -wz2e 一 zl Von ， 


称 为 Weierstrass 核 ， 


可 以 证 明 以 下 两 个 等 式 
| wesodz 三 (3. 85) 
| PGz,y)dz = (3. 86) 
这 里 的 (3. 85) 式 是 等 式 


|- e-* dz 一 vn 


的 直接 推论 . 为 证 明 (3. 86) 式 ,可 用 球 坐 标 变换 , 令 7r= |zx|,z= 
rz' ,用 巴 -! 表 示 R" 中 单位 球面 |z| 二 1,dz' 表 示 -1 上 的 面积 元 . 


单位 球面 马 _, 的 面积 w-: 一 2x“/| 于 | .我 们 有 


2 


的 ] 
ji (y? 十 rd | rw Ee ED YEA 


“3 1 
-| re 


rl 


一 人 一 一 -一 一 -一 一 一 一 一 
n | (1 二 r2) "+2 


r”" idr 


dr (〈 令 7 一 tan0) 


9 

a 
“| sin” 1!0d0 

0 
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FI| 于 
二 2 
nn 2 n 十 ]Y cy， 
"| Me 
其 中 用 到 了 积分 公式 
,a n 十 1 
| sa 0d0 = 5 rT 7 /I| 7 | 


(此 式 见 非 赫 金 哥 尔 欧 《 微 积分 学 教程 第 二 卷 第 三 分 册 688 页 ). 
在 一 维 情形 的 定理 3. 11 至 定理 3. 15 都 可 以 推广 到 维 情 
形 , 其 证 明 与 一 维 情形 类 似 . 
关于 LL(R") 中 函数 的 Fourier 变换 也 与 一 维 情形 相同 ,有 
Plancherel 定理 成 立 , 只 需 把 (3. 41) 式 改 为 


f= Lam. | fa)emdz, 
反 演 公式 (3. 43) 改 为 
f(D) = im. 1 Cer dz. 
其 余 各 式 类 似 , 只 需 把 积分 区 域 从 Ri 改 为 RR". 
习 ”是 
1， 求 以 下 函数 的 Fourier 变换 ， 


1， 二 ， >0， 
(1) f (0) =—Xe-n le) = | lo 


工 

mney 过 1， 
ps i pe Iz| 志 
(3) f(x)=e isinx; 


Ee 1 
(4) ee (ee “*)/2 


(提示 : 利用 欧 拉 积分 
oo es 一 1 7 
| Tz 一 0 AR [24 < 1 


sinnxe’ 


(a>0). 
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的 拓 广 形式 : 


oo bd 
| re 0 ~ Rez < 1). 
2. 若 0 过 a 过 1, 当 zx 关 0, 求 
1 人 ff 1 snR(r 一 a 
lm 元 0 f° sbi 4 dz : 


3. 求 以 下 郴 数 的 Fourier 变换 . 
(提示 : 利用 已 知 函 数 的 Fourier 变换 及 Fourier 变换 的 性 质 ) 


2 
(1) 太一 | 


9 a>0; 
(2) f(x)=e™ 0, a>0; 


(3) f(z)=e- Mens. 
1 oo 2 

(1) | cosztdt 一 ? 
] re 

(2) | 一 一 


5. 设 g ECR)， | gaodz 过 


(1) 证 明 : 对 一 切 <ER， 
lim £06€) = 1; 


(2) 设 连续 的 fEL(CR), 且 feELCR) ,证明 ， 
lim| BC6E)f (Eermirdz 一 f(r) 
-0J 一 co 


对 一 切 z 成 立 . 
6. 利用 Fourier 变换 来 证 明 以 下 等 式 ; a 汪 >0,6>0， 


(1) fs * fo= fars, 其 中 re 


sint 


SINaxw 
(2) ga * gi 二 gmnia,sy， 其 中 BS 


7. (1) 设 fELCR), 且 (fx 有 (zx) 二 f(x)， a.e. , 试 证 f(x) 
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=0，_ ace 
(2) 设 fEL(R), 且 (fx 了)(zx) 二 0， ae.， 试 证 f(z) 二 0， 
ae, 。 
8. 用 Parseval 等 式 来 证 明 以 下 关系 式 ; 当 a>0,p 盖 0 时 ， 
尖 (at)sin (bt) 
(1) | sin(a 2 于 


= TMin(a,b); 


中 2 
2 | (在 十 a?)(# 十 Bd QQ 十 多 
9. 求 积分 方程 
a 
|. Es A 
的 解 w(t) EL (CR). 


10, 设 ffEL(R’) 是 一 个 径 癌 函数 , 即 :f(x)==fo(|z|). 试 证 
明 : 了 的 Fourier 变换 f(z) 也 是 径 向 函数 ,并 且 
f (1) = 2 | fia)rdr, 
其 中 .J。 是 Bessel 函数 ， 
2 
J or) a 去 | eod0, 


11. 寻找 两 个 函数 f,g EL(R), 二 者 都 不 是 处 处 为 零 的 ,使 得 
(f xg)(zx)=0. 
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第 四 章 ” 共 斩 函 数 与 Hilbert 变换 


在 $2.6 讨论 Poisson 积分 时 , 曾 讲 到 f 的 Potsson 积分 是 大 
级 数 (2. 47) 的 和 函数 F(z) 的 实 部 ,f(z) 的 虚 部 便 是 f 的 共 思 
Poisson 积分 ,上述 寡 级 数 (2. 47) 在 单位 圆周 > 一 er (0 委 z 委 2r) 上 
的 实 部 正 是 f 的 Fourier 级 数 ,而 其 虚 部 (2. 51) 是 Fourier 级 数 
(1.7) 的 苍 级 数 ,也 叫做 了 的 共 罗 Fourier 级 数 , 在 适当 的 条 件 
下 ,了 的 共 粥 Fourier 级 数 收敛 到 f 的 共 思 函数 有 .把 共 红 函 数 拓 
广 到 非 周期 情形 , 便 得 到 Hilbert 变换 ， 

上 述 f(z) 是 解析 函数 ,对 Fourier 级 数 及 苍 Fourier 级 数 
的 一 些 讨 论 便 可 以 借助 于 解析 函数 理论 来 进行 ,这 就 为 Fourier 
分 析 提 供 了 复 变 函 数论 的 方法 ， 

我 们 由 第 二 章 习 题 第 13 题 可 以 看 出 ,如 果 考 虑 级 数 (1.9) 的 
非 对 称 部 分 和 


> Coe” ， 

当 M 与 N 相互 独立 地 趋向 于 十 ce 时 , 它 的 收敛 性 就 与 级 数 (1. 7) 
及 其 共 轿 级 数 (2. 51) 两 者 的 收敛 性 都 有 关 . 

Hilbert 变换 是 奇异 积分 理论 的 基本 来 源 . 一 般 的 奇异 积分 算 
子 正 是 Hilbert 变换 到 高 维 空间 的 推广 . 对 它们 的 研究 与 微分 方 
程 , 积 分 方程 等 有 着 密切 的 联系 . 

本 章 只 简要 地 介绍 有 关 共 亏 函数 与 Hilbert 变换 的 基本 概念 
和 某 些 基本 结论， 


8$ 4.1 共 斩 Fourier 级 数 的 收敛 性 与 可 求 和 性 


设 f(x) 是 实 值 函 数 ,fELCT), 则 它 的 Fourier 系数 ww 与 bi 
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是 实数 ,不 难 验 证 它 的 Fourier 级 数 
a + > (aicos&z 十 bsinkz) (4.1) 
是 以 下 医 级 数 
六 as 十 > — Whi)z (4. 2) 


当 z a 这 时 , 寡 级 数 (4. 2) 的 虚 部 
是 级 数 


Se) 


2 (~— bicoskz 十 aisin&z) ， (4. 3) 


下 一 1 


它 称 为 了 的 共 和 Fourier 级 数 , 记 成 SCf,z). 车 把 (4. 1) 写 成 复 的 
形式 5S cee“， 则 其 共 恩 级 数 (4. 3) 可 改写 成 


一 一 on 


2) (~— isgnk)cre™, (4. 4) 


此 一 一 co 


其 中 sgn& 是 符号 函数 (我 们 约定 sgn0 王 0). 如 果 不 是 先 给 定 函 数 
了 ,而 是 只 给 定 实数 列 a4 与 &, 也 称 (4.3)( 或 (4.4)) 是 三 角 级 数 
(4. 1) (或 它 的 复 形 式 ) 的 共 K 级 数 . 注意,f 的 共 思 Fourier 级 数 不 
一 定 是 某 个 函数 的 Fourier 级 数 了 了 , 
f 的 共 罗 Fourier 级 数 的 2 阶 部 分 和 为 
Ss, (TX)= > (一 bicoskr 十 asinkz) 


k=1 


= 二 | At DD 


k=1 
| f BD, Cx — dt 
@ 例如 ,可 证 级 数 》) oe 是 菜 个 可 积 函 数 的 Fourier 级 数 ( 参 看 河田 龙 夫 
[1]) ,但 由 第 二 章 习 题 第 10 题 ,其 共 轰 级 数 》， 不 是 可 积 函 数 的 Fourier 级 数 ， 
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一 (jx 万,)(z)， 


其 中 5,04) 二 x sinkt, 它 是 下 式 


H+ 


的 虚 部 ,由 此 计算 得 到 


t 
COS 一 -一 COS 


D0 = 工 一 


2 
2S1n 六 


易 见 万,( 刀 是 周期 为 2r 的 奇 函数 ,因此 有 
上 D,()dt = 0， 


(4. 6) 式 通过 运算 可 化 为 
D,() = | . 


i 
2tan -2 


若 记 


cosnt 


上 
2tan 一 


2 


九 十 一 


eta 十 1 


= = 
er es 1 


下 


pt) 一 大 zz 十 四 一 zxz 一 力 ， 


根据 Riemann-Lebesgue 引 理 可 知 


lim | gsinnidt 一 0， 
有 -全 CD 0 


从 而 由 (4. 5) 式 可 得 知 , 当 >co 时 


SCD= | Ac 一 DGd 


下 | Ce + fr)]D,d 


1 


2 | 
| wo Es 5 2tan 


cosnt 


Ea 十 0o(1). 
2 


容易 看 到 S,(z) 的 收敛 性 与 下 述 积分 
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(4. 5) 


(4. 6) 


(4.7) 


f(x) 一 lim 一 二 | 0 dz 
0 ”2tan 二 
2 
= lim 1 太一 D2] (4. 8) 
$=+0 TH 


的 存在 性 相 联 系 . (4. 8) 式 右 端的 积分 就 是 在 上 一 0 处 按 主 值 意义 


下 的 积分 . 如 果 它 存在 ,我 们 用 (zx) 来 表示 . f(z) 叫做 f(z) 的 共 
斩 函 数 . 

下 面 介 绍 共 罗 Fourier 级 数 的 收敛 判别 法 ， 

定理 4.1 设 fEL(CT),p.G) 二 f(z 十 四 一 f(z 一 t) ,和 营 


| 0 lg 过 十 co， 
[#] 


则 f(x) 的 共 思 Fourier 级 数 在 z 点 收 合 于 了 (x). 


证 明 ”由 定理 的 条 件 可 知 共 思 函数 f(x) 存在 . 用 Riemann- 
Lebesgue 引 理 ,对 (4. 7) 式 令 n 一 co, 便 可 得 到 定理 的 结论 ， ! 

此 定理 与 Dini 判别 法 是 对 应 的 . 

定理 4. 2(Young 定理 ) 设 f(zr) 在 xz 点 连续 ,并 日 在 zz 的 某 
一 邻 域 Lz 一 8,z 十 6] 上 是 有 界 变 差 函 数 , 则 f 的 共 罗 Fourier 级 数 
在 z 点 收敛 的 充分 必要 条 件 是 共 e 函 数 f(x) 存在 . 如 果 f(x) 存 
在 , 则 SCz) 收 敛 于 f(z). 

证 明 若 记 

产 Gc 人 一 一 二 | ed, 
2tan 
我 们 先 证明 ; 在 定理 的 条 件 下 ,有 
5, (C7) 一 a -> 0， 7 一 co， 
由 (4.7) 式 可 推 知 
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0 pla 二 | i.g0) _Cosnt 
吕 2tan 一 
2 
BE 二 | -本 0 一 一 -一 (1] 一 cosnt)di 十 of]) 
2tan 一 - 
二 了 十 了 十 0(1). (4. 9) 


由 假定 知 g.(2) 在 L0,6] 上 有 有 界 变 差 , 所 以 它 可 以 表示 成 
和 人) = g(t) glt), tt € [0,6], 
其 中 B18B2 是 增 函 数 (与 X 有 关 ). 又 因 了 在 z 点 连续 ， 即 有 
limg(2) 二 0, 可 取得 gi 与 8 使 之 满足 limg， (2)=0= limg: (2). 
从 而 推 知 g1,gs 在 [0,6] 上 非 负 . 
对 任 给 e>0, 存 在 h。 充分 小 ,0 二 ho 二 6, 使 得 
OX< glt) <e, 1t€[o0,h]. 


当 n>> 庆 时 ,让 <h, 可 得 以 下 估计 


ho 
mn 二 |: p(t) cosnt ost de 4- | 和 人) cosnt _Cosnt jj, 
六 2tan 三 2tan F 
= J 十 了 
国定 有, 由 Riemann-Lebesgue 引 理 知 
lim J, = 0， 
ho ho 
ye 1 | Sy cosnt _Cosnt | 业 | 二 全 cosnt dz 
i 2tan i 2tan 
2 2 
= 
为 估计 ,我 们 用 两 次 积分 第 二 中 值 定理 ， 
J = 2 - | gi(t)cosntdt = ri cosntdt,， 
2tan 一 “于 2tan -一 
2n 2n 


其 中 二 <6<h, 一 <7<#, 便 可 推 知 
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1 .| 委 元 Bi(6) ， 过 


这 是 因为 2rtan 亚 之 互 ,而 且 


ls sinn§ 一 sinny| < 一 2 
nn nx 
J? 的 估计 式 类 似 . 从 而 得 
Wil < 
再 估计 1;. 
| 这 | 9.C2) | 2sin? < 2tan 二 jd 
2 1 ~ 人 元 T 2 9 
2e (# ,nt t 
之 3 | Sln2 至 /an wt 
款 n i a A 32 
<e|' 了 /Su=e]| gtdt 
2 2 
=€ 。 < 3e， 
根据 (4. 9) 式 及 其 各 项 的 估计 ,就 得 到 
[~ ~ n 
lim| S,(2) 一 上 [于 |= 0. (4. 10) 


其 次 ,对 于 充分 小 的 >>0, 总 可 以 取 到 使 得 二 
又 因 了 在 [x 一 6,zx 十 6] 有 界 ,所 以 有 [9.0) [入 ME [0,6]. 于 是 


| P(E) dt| < | Ie)1a, 
x h 


| 


A 


fF (zr,h)|l=— 
PA )| 区 2tan 人 


< Vi 
a 


1 十 二 | 一 0， nn 一 > CO ， 
还 可 看 到 ,在 这 里 n>co, 与 ->0 是 互相 等 价 的 . 
车 Cz) 收 伊 , 由 (4.10) 可 推 知 lim 广 [= | 存在 ,再 由 上 面 
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的 讨论 得 知 lim/(z,h) 存 在 , 即 共 办 函 数 A(z) 存 在 .反之 ,车 f(z) 


存在 ,由 (4.10) 易 见 信 ,Cz) 收 敛 , 其 极限 就 是 f(x)， | 

注 若 了 在 zx 点 不 连续 , 且 在 xz 的 邻 域 有 有 界 变 差 , 则 z 点 
是 第 一 类 间断 点 , 即 有 f(z 十 0) 一 f(x 一 0)==1 关 0, 不 难 证 明 
jl ,1) ] 


2 2 


lim 

h—0 

不 存在 , 即 共 斩 函 数 f(x) 不 存在 , 还 可 以 进一步 证 明 
S, (zx) 一 一 Llnn 二 ollnn) (n> oo)， 


即 S, Cz) 发 散 ( 证 明 省 略 ). 

与 Fourier 级 数 类 似 , 可 以 讨论 共 罗 Fourier 级 数 的 求 和 理 
论 , 共 罗 Fourier 级 数 的 部 分 和 省 ,(z) 如 (4,.7) 式 所 表示 , 它 的 算术 
平均 为 


二 1 sn 六 
Co i225) = ee et 


ol 


D(z) la 一 一 | gOR, Wd 


(4.11) 
其 中 DB,() = 0， 
1 

和 1 |。 cos 二 一 cos|4 十 到 

K,(t)= i125 nn 二 1 RE 2sin 工 

2 

= 1 1 sin(n + 1)z 

Re oy wi 人 


定理 4.3 设 fEL(T), 则 对 的 每 个 Lebesgue 点 xz, 有 
lim | 5, C2) = [= = 0. (4. 13) 


从 而 在 了 的 Lebesgue 点 xz 处 , 苍 函数 f(z) 的 存在 等 价 于 
limc,(z) 存 在 . 当 它们 存在 时 , 便 有 


limo,(x) = f(x). 
证 明 由 (4.11) 可 得 
g(x) = | 


=— [pOR, Cd 二 | .mw EB 一 一 一 | dt 


2tan 7 
= 1 十 7， 
k 
由 观察 得 知 | D.C ) | = | 二 > siny| <h, 于 是 
1=1 
Ee 时 1 用 1 Ss 
RD | = | 1 2 |< ik Sn 4.14) 


又 由 (4. 12) 得 到 ,对 某 个 常数 C 盖 0, 有 


1 1 ee 1 sin(n 十 上) 二 
Cn 二 1) yt nt 
2tan 一 4sin2 -一 
2 2 
(4.15) 


注意 到 若 x 是 了 的 Lebesgue 点 , 便 有 
fay 民 Id = 0. 
于 是 用 (4. 14) 得 


二 [lg i 
0 


再 用 (4.15), 又 令 B01) 二 | eco dx， 可 得 


c 六 | 多 的 | cI) Dr/n) " DB) 


用 定理 2. 22 中 估计 J 的 类 似 方 法 ,可 以 证 明 上 述 不 等 式 右 端 当 
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2-~>co 时 趋向 于 零 , 从 而 得 到 (4. 13) 式 成 立 . 
由 (4.13) 式 易 知 ,车 了 (zx) 存 在 , 则 a,(z) 极 限 存 在 ,并 且 
limo, (x) = f(z). (4. 16) 


反之 , 若 lim5,(z) 存 在 , 推 知 lim 广 | z, 王 | 存 在 .对 充分 小 的 >0， 


fe se es 


11 [9.0) |di < 人 二 1 | 和 人) |dz, 
由 zz 是 Lebesgue 点 ,可 知 当 n>oo 时 ， i 从 而 由 


lim7 | zx, 存在 便 推 知 共 轮 函 数 存 在 ， 并 且 (4. 16) 式 也 成 立 ，1 


类 伏地 可 以 讨论 Fz) 的 共 斩 Fourier 级 数 的 Abel 求 和 . 对 于 
0 过 rr 过 1 9 


1 
Se 


Oo 
U(r,X)= 3 (— bcosnz 十 asinnz)r’ 
n==] 


一 二 [foL Drsinnc = t) |dt 


= 去 | AQowz 一 5d， 


其 中 QCr, 四 是 (2.45) 式 的 虚 部 ,得 到 
Q(t) = Tr 
关于 Abel 求 和 有 以 下 结果 . 
定理 4.4 设 JEZGT), 则 对 了 的 每 个 Lebesgue 点 xz, 有 
Jim [orz) — f (x,h,)]= 0, 
其 中 有 h, 二 arc sin(1 一 r) (由 > 一 1 一 0 可 推 得 h,->0), 若 共 固 函 数 
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lim (rz) = 广 (z)， 


r+”l—0 


定理 的 证 明 省 略 ， 
8$ 4.2 共 轿 函数 的 存在 性 


上 节 的 讨论 告诉 我 们 , 共 轿 Fourier 级 数 的 收敛 或 求 和 ,都 与 
共 思 函 数 的 存在 性 密切 联系 , 因此 有 必要 讨论 在 什么 条 件 下 共 斩 


定理 4.5 若 JeF2(T), 则 它 的 共 印 函数 f(x) 几乎 处 处 存 
在 ,满足 上 庆 ] 志 fl; 并 且 了 的 共 示 Fourier 级 数 就 是 了 的 
Fourier 级 数 , 即 SC(f,x)==S(f,x). 


证 明 设 fEL(7T), 若 其 Fourier 级 数 是 f(x) 一 Ser, 


则 3 cl 一 十 co. 由 (4.4) 知 


CD 


S(f,x)= > (~ isgnk)cre™, 


k= 一 on 


记 一 ( 一 isgn&)ce， 显然 > [a|: > lc 过 十 oo. 用 第 二 章 
k= 一 0 下 一 一 co 


定理 2. 30 中 类 似 的 论证 ,可 以 证 明 存 在 函数 g(x) EZ(T), 使 得 
| 号- 如 |:—>0(n—0o0) ;进而 证 明 8 的 Fourier 系数 是 {ci} ,从 而 得 
知人 S(f,7) 二 SCg,x) ,并且 
去 | lgl'dz = 2) lal’. 
于 是 有 
去 | lalidz< Dlal = 去 | .MPdz， 


根据 定理 2. 22 可 知 , 对 于 几乎 一 切 的 x,g 的 Fourier 级 数 可 算术 
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平均 求 和 到 8 (Xz) 即 


lima(g,z) ~ g(x), a.e,, 


但 因 S,(f,7)=S,(g,z) ;所 以 of ,x)=o, (pg, 7x), 由 此 推 知 ;对 
几乎 一 切 zx, 以 下 极限 
limo, (f ,zx) = g(7) 
存在 . 根据 定理 4. 3, 便 知 对 几乎 一 切 点 z, 共 罗 函 数 f(x) 存在 并 
且 等 于 g(x), 由 前 面 关于 g 的 结果 便 得 到 
IF ls fl, 
并 旦 SCf,z)=S(f,z). | 


定理 4.6 设 fEL(T), 则 共 固 函数 f(x) 几乎 处 处 存在 . 
证 明 省 略 ( 参 看 Hardy-Rogosinski[ 2]). 


注意 ; 定理 4.6 虽然 由 了 可 积 推 知 共 轿 函 数 f(x) 几乎 处 处 
存在 ,但 是 疡 (z) 不 一 定 可 积 . 以 下 例子 可 以 说 明 此 事实 . 设 /是 
一 个 以 2x 为 周期 的 可 积 函 数 , 它 在 | 0, 了 | 中 非 负 ,而 在 (一 *,\ 


【01 了 可] 中 到 值 为 0, 那么 对 于 一 至 <z<0( 当 4E | 0 于] 时 有 = 一， 
二 0) ,就 有 


Ce [ A | 2 
开 x Py A TT 0 
2tan 2 2tan 
< 二 | Ji) 4 1 太 f0) jy 
Tt 0 pr 区 0 9ta t 十 |z| 
2 2 
1 f0) 1 la| 
If (zx) | > 去 | 上 十 Iz| 2rtan|z| 下 f 2d. 
2tan 一 


现在 我 们 取 
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1 
ee 
a 0<t< 7 
rt 
0， i E [一 ,Tt|\ 0, 驰 |- 


容易 看 到 f 在 (一 x,7) 可 积 , 但 是 存在 c>0 及 适当 小 的 5 汪 >0， 


If (zx)| 之 1 》 
| 


[zx|ln 
由 此 可 知 广 在 z==0 的 邻 域 不 可 积 . 


rE (—6,0), 


3 4.3 Hilbert 变换 


在 周期 函数 的 情形 , 曾 定 义 共 恩 国 数 为 
大 (zz 一 Oe 


s<hl<x 2tan 六 


F(z) =— lm 1 
他 


十 0 


| 人 < 一 人 gy 的 存在 性 等 


< lex 


容易 看 到 广 (z) 的 存在 性 与 hm 二 


价 ， 
对 于 定义 在 全 实 轴 玉 上 的 函数 , 设 fE 产 (R) ,1 一 co ,我 
们 定义 


fx) = lim i | A A Pe lim 1 | J 
6 rt ye 


6>+0 T 
d<< {| 6< |2—i| 


三 称 为 了 的 Hilbert 变换 (或 共 斩 函 数 ) ,也 记 为 HY. 
不 妨 设 f 是 实 值 函数 . 我 们 考虑 函数 
F(z) = | fg,, 


Ne 
其 中 zx 王 xz 十 ty 记 本 一 (zz 十 iy:zERR,y>>0) ,用 复 变 函 数理 论 不 
难 证 明 F(z) 在 Ri 上 解析 .将 z= 二 x 十 iy 代入 ,算得 
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二 | yy ， (zz 一 二 
0 | es ee 


= U(rT,y) 十 In(Zzyy)， (4.17) 
它 的 实 部 u(xz,y) 与 虚 部 v(x,y) 分 别 表示 为 ， 


| a 
u(x,y) 二 二 | re 人 


中 GDPCz 一 zy)dz， 


v(X,y)= 一 | f(2) 7 dz 


1 PE TE SEE 
人 2 二 y 
一 | f(DRQr — ,ydt, 


其 中 Plzx,y) = ;; Q(x,y) = 


P(x,y) 就 是 Poisson rp ee Poisson 核 ,o(zyy) 等 
式 右 端 的 积分 叫做 共 轰 Poisson 积分 .u(xz,y) 与 v(x,y) 都 是 在 
R4+ 上 的 调和 清 数 . 

我 们 将 利用 解析 函数 的 性 质证 明 limv(zx,y) 对 几乎 一 切 x 存 
在 ,由 此 推 知 Hilbert 变换 的 存在 性 . 

定理 4.7 设 fEL(R),1 夺 Po0, 则 它 的 Hilbert 变换 


(zx) 在 几乎 一 切 的 x 上 存在 . 

此 结论 通过 以 下 三 个 引 理 得 到 . 

引 理 4.8 知 C(z) 在 y>0 处 解析 并 且 有 界 ,z 一 Z 十 iy, 则 当 
y->0 时 ,对 几乎 一 切 z,G(z) 有 极限 (实际 上 是 有 角形 边 值 ). 

引 理 证 明 省 略 ( 参 见 普 里 巨 洛 夫 《解析 函数 的 边界 性 质 》)， 

引 理 4.9 设 实 值 函 数 f€EL?(R),1 志 p 过 co,F(z) 由 (4.17) 
式 给 出 ,z 二 zx 十 iy€ Ri, 则 当 yy 一 0 时 ,对 于 几乎 一 切 xXE (一 co， 
coo), 羡 数 (z) 有 极限 . 

证 明 因为 了 可 以 分 成 正 部 与 负 部 , 即 f= 二 fi4 一 f-, 所 以 不 
妨 设 f 宇 0, 根据 Poisson 积分 的 定义 容易 推 知 zx(z,y) 之 0. 令 
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Gz) = er® = enn , 

便 得 知 IG(z)| = 一 ee <1. 
根据 引 理 4.8 可知 当 y>0 时 ,对 于 几乎 一 切 <,G(z) 趋 癌 于 有 限 
的 极限 .因为 只 有 当 w(x,y) 的 极限 为 十 co 时 ,G(z) 的 极限 才 可 能 
为 零 . 但 这 里 wx(z,y) 是 了 的 Poisson 积分 , 当 y>0 时 ,对 几乎 一 
切 z, 它 的 极限 是 f(x), 亦 即 , 它 的 极限 几乎 处 处 是 有 限 数 . 因此 
G(z) 的 极限 几乎 处 处 不 为 零 . 从 而 已 (z) 儿 乎 处 处 趋 于 有 限 的 极 
限 , 它 的 虚 部 v(x,y) 也 就 几乎 处 处 趋 于 有 限 的 极限 ( 当 y>0 时 ， 
xzyy) 的 极限 点 形 如 < 十 24&r, 是 整数 .而 由 v(x,y) 在 R414 的 连续 
性 推 知 它 只 有 一 个 极限 点 .参看 下 . M. Stem，G. Weiss[4j 第 五 章 
引 理 2. 6). 

引 理 4. 10 设 fEI?(R),1 夺 Pp 二 0, 则 在 的 Lebesgue 点 
处 ,有 


nT 
3 委 | 


lim (vz) si | Le) = 0, 
y>+0 


证 明 只 需 证 明 


lim 个 fe ge | 0a:|— 0. 
A yy 这 和 
令 
t 1 
i |z| 之 1 
2 1 t 
K(Q) 一 
并 于 It| 二 1. 


因为 1 之 1 时 ,KG 一 二， 容易 看 到 KU)ELICR). 而 且 因 


1 
一 一 一 一 ， |zl 过 1， 
(1 十 z2) 
po 1 
上 ph |x| 三 1， 
也 知 JyCx) EIiCR).KK(t) 是 奇 函 数 , 因 此 
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| K(t)dt = 0. 


、 对 于 >0, 令 K.(1)=e-!K| 二 | .根据 本 书 第 14 页 处 的 注 @, 有 结 
论 (1. 25'), 即 
lim(f x KGz) = f(z) | Kd 


其 中 z 是 的 Lebesgue 点 .用 上 述 KK(2) 代 入 , 便 得 知 在 的 
Lebesgue 点 工 处 ,有 
lim(f x K.) (xz) 


= 各 (| f(z —) 


一 个 


中 Lz — Da 


el 


t 
12 |e 十 二 和 
一 0. 
综合 引 理 4. 9 与 引 理 4. 10. 便 推 知 在 几乎 一 切 点 x 处 ,有 极限 
lim | 12 一 全 qs 存在 , 亦 即 Hilbert 变换 Cz) 几乎 处 处 存在 ，| 


ce” 十 0 
|t| 


定理 4.11 设 fEL2CR), 则 f 的 Hilbert 变换 广 EZ2(R) ,并 
且 有 

01) [fF hh= | fl 

(2) (f ) “(=i(sgnt)f (0); 

(3) hm | f — 记 l=0, 

8+ 二 0 
其 中 
f(z — Dg 
A t 


GE: 


证 明 对 于 0<6<7<oo, 作 


[= 0 |z| < 7， 
K(X) 一 2 
0， ”其 他 . 


RD 


少 
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六 1 
Jam(Z) 一 元 1 


< 1 


ee ' fx — 1) 9% 81) dt 


A 
一 于 (fx .fa)(z)， 


因为 fEDCR) ,GyE71CR), 所 以 根据 定理 1.3 可 知 fx .2 E 
12CR). 计算 .% ;的 Fourier 变换 得 


从 


7 | Hr)e mdz 


一 公 
| 1 -andy 十 | ed 
x 6 


7» 


一 | 一 过 | (OT 0 dy 


6 二 


| sin2nzt 4， 
人 
209li| < 
SEE 21(sgnt) | rR (4. 18) 
2n6|:] 工 
根据 定理 3. 22, 有 
FW 0) = if) Hal). 
由 C4. 18) 式 可 得 
lim lim% st) 一 一 21Csgnt) 。 ss ix(sgni), 
8->0 fro 2 


并 旦 有 常数 M>0, 使 对 一 切 6,71C0< SG<7?<co)， 
12 二 M，LER 


p(t) 一 一 1Csgni)。， 三 人)， 
便 有 lm lm(f aw) "0) =— i(sgnt) * f (2) = 90， 
0 Pre 


[FMIfFG)|. 
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根据 控制 收敛 定理 可 知 , 当 6->0,%>oo 时 ， 
| fan)’— p= | | Fo) C0) — (— isgnt)f 0) |2d > 0. 
因 fELCR), 知 f ELR), 所 以 pEL2CR). 令 


PC = pt), g(t) = (0), 
根据 L? 中 函数 的 Fourier 变换 的 性 质 便 得 
有 GD 一 PC) = g(t) = p90). 
于 是 由 Parseval 等 式 可 得 
| fw — gl = | (fa)'—£ | 


= | (fa)’*— 9p) —>0, 6—>0,7—>o0. (4.19) 
根据 定理 4.7, 我 们 知道 有 
lim limf oz) = f(x), a.e.. (4. 20) 
由 (4, 19) 与 (4. 20) 便 可 推 知 


g(7) = f(x), a.e,, 
因此 有 


(fF)Q) = p90) =— 1(sgni)f(t), a.e., 


LF l= Oh = dels= Ff l= fl 
最 后 证 明 结论 (3). 容易 看 到 
falz) = limf mlx). 
由 Fatou 引 理 可 知 
1 六 一 户 必 = | Pen — fac) ldr 


<lim| [FO fondr, (2 
而 由 (4. 19) 式 又 知 
lim lim | f — fo 1; = 0. 
他 -0 -cx> 
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于 是 ,在 (4. 21) 式 两 边 令 S->0, 便 得 到 
hml|f—fol:=0. | 
定理 4.12 设 fEL(R),gEL:(R), 则 
| reogcndz = 一 | 7cDzcodz， 


各 f(x) g(x)dx = | f (x) E(x) dz. 
证 阴 ” 先 证 明 (4. 22) 式 .我 们 将 应 用 Parseval 等 式 
| fadz = | fgdz. 


对 于 天 中 的 函数 g, 由 Plancherel 定理 知 
(Flg)(zx) = 8g(— x), g= (Fg)". 
于 是 用 (4. 24) 以 及 定理 4.11 中 的 (2), 可 得 


网 fgdr = | f (Fig)" dr 


(fF (xr) Fg(r) dr 


(f(x)B(— zx)dzr 


| 


| 
J 
= — 1(sgnr)f (zr)6(— x)dz 
ls 


1(sgnt)f (— 18 dr 


[— i(sgnt)é C0) 1f CC— td 


= 一 | "Fd 
-一 | fr)E(r) dx. 
类 似 地 ,用 Parseval 等 式 
ee 
可 以 证 明 (4.23) 式 成 立 ， 1 


(4. 22) 


《4. 23) 


(4. 24) 
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$3 4.4 Hilbert 变换 的 反 演 


由 定理 4. 11 可 知 L? 中 函数 的 Hilbert 变换 仍 属 于 Lx. 现 对 
LL 中 函数 的 Hilbert 变换 证 明 其 反 演 公式 成 立 , 


定理 4.13 设 fEL2(R), 则 它 的 Hilbert 变换 广 的 Hilbert 
变换 几乎 处 处 等 于 一 f(x), 即 


(Hif)(x) =— f(x), ae.， (4. 25) 
亦 即 


f(x) 一 一 lim 1 LE Dg, EW (4. 26) 


6>+0 不 
SS 


此 式 称 为 Hilbert 变换 的 反 演 公式 ， 


证 明 由 (4.22) 式 ,其 中 用 三 代替 f, 再 任 取 gEL(R), 用 名 
代替 式 中 的 g ,得 到 


[a gdz 一 一 大 tdx 一 一 | Bdz 一 一 | fadz, 
上 面 最 后 一 个 等 式 是 根据 (4. 23) 式 得 到 的 .由 此 可 知 , 对 任 给 gE 
也 (及 ) ,有 

| czF+ PBdr =0, 


特别 , 取 8 一 广 十 了 , 便 得 到 
| PP+xpdaz=o 
因此 推 知 
Hif=f(z)=— f(x), a.e.. | 
当 fEL(R) 时 ,虽然 由 定理 4.7 知道 它 的 Hhlbert 变换 f(z) 
是 几乎 处 处 存在 的 ,但 一 般 来 说 ,不 能 推断 广 属于 工 (R), 例如 , 设 
f(z) = i E LR), 
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它 的 Hilbert 变换 是 由 


人 和 ELCR). 


为 了 研究 Hilbert 变换 的 反 演 ,我们 还 需 假定 f EL(R). 
引 理 4. 14 设 fELI2CR), 则 对 于 y 盖 0, 有 


二 | 7rooc — t,y)di 一 二 | — t,y)dt, 
(4. 27) 
二 | foOPG Wd =F) FWA td 
(4. 28) 


若 了 ELCR), 且 了 ELCR), 则 也 有 (4.27) 及 (4.28) 式 成 立 . 
证 明 设 fELCR), 而 且 


P(x) = P(r,y) = i 
Q,(z) = Q(x,y) = 二 二 i 


都 属于 LCR). 由 $3.3 中 例 2 及 定理 3. 13 得 知 
ND 


又 可 以 算得 
Qt) = i(sgnt)e “ll. 
@ 我 们 有 
F (ro a 
fn) = T po (x 一 #)(1l 十 Sep, 
分 解 因 式 得 
1 1 | 1 2 十 x | 
(一 ML 十 z2) -好 | 2 一 站 1 十 友 


1 1 1 
(1 十 22)(2 wu) 下 2(z 一 DC(1I 十 1Ut) 2(zT 二 D(C 1) 


于 是 ,可 以 算得 ( 详 见 河田 事 夫 [1j」) 
二 ~ 1 i 1 x 
LW) i a 了 [| 
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再 由 定理 4. 11 , 便 得 到 
f 0) ，Q,G) = ( 广 )AGD) ,Pt). 
于 是 ,根据 推论 3. 21 可 推 知 
(fx Q,) (x) = (f # P,) (x), 
即 (4. 27) 式 成 立 . 类 似 可 证 (4. 28) 式 成 立 . 


车 fEL(R),f ELC(R). 记 
v,(T) 一 VCzy) = (fxQ,) (zr). 


因 有 lim lw,—fh=0 

(参看 河田 龙 夫 [1] 第 十 二 章 评注 4) ,所 以 由 定理 3. 2 推 得 
(fF ) 0) = lim®,(t) =— i(sgnt) + f (2). 

再 根据 定理 3, 22, 也 可 得 到 (4.27) 及 (4.28) 式 ， 1 


定理 4.15 设 fEL(R), 而 且 了 EL(R), 则 有 (4.25) (及 
(4. 26)) 式 成 立 ， 

证 明 根据 引 理 4. 10 及 定理 3. 11 ,在 (4. 28) 式 两 边 令 y 一 
十 0, 便 得 到 


f(z) =— f(r), a.e.. | 
习 是 

1. 设 f(z) 一 Xn (zx) (区 间 [a,b] 的 特征 丽 数 ), 求 /的 
Hilbert 变换 ， 

2. 设 了 ie LR) io 人 一 到] f(z 一 万 半 zdt, 试 证 
明 ; limv(z,y)=0. 

3. 设 EZR) ,记忆 (z)=v(z,y)( 见 第 2 题 ), 试 证 明 ， 

lim lw,~— f,ls=0, 

其 中 fw = | HEA 


ltl2y 
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第 五 章 广义 函数 


广义 函数 概念 是 函数 概念 的 一 种 推广 . 由 于 物理 学 以 及 数学 
自身 的 发 展 , 在 对 许多 问题 的 认识 和 处 理 上 ,古典 的 函数 概念 限制 
过 多 ,需要 提出 新 的 概念 以 满足 更 广泛 的 要 求 ， 

例如 ,物理 学 家 早 就 用 6 函数 作为 点 电 答 ,点 光源 ,瞬时 脉冲 
等 物理 概念 的 数学 描述 ,6 函数 具有 以 下 性 质 ， 
0， XI 关 0， 


coo, X= 0,， 


(zx) 一 | 


上 (zz)dz 一 1， 
并 且 对 于 相当 好 的 函数 PCz), 有 
| scopCodz = p00). 


显然 ,按照 经 典 的 函数 概念 ,这 样 的 函数 不 可 能 存在 . 为 此 需要 提 
出 新 的 概念 使 得 对 6 函数 及 其 微 商 能 给 出 数学 解释 ， 
又 如 工程 师 Heaviside 在 解 电路 方程 时 ,提出 了 一 套 运 算 微 
积 的 法 则 . 这 种 算法 要 对 如 下 的 Heaviside 函数 
Hz) = 1， 工 宇 0， 
0，Z<0 
求 微 商 ,并 认为 它 的 微 商 就 是 SCz). 但 是 按照 古典 分 析 中 的 微分 
法 则 , 右 (x) 在 x=0 点 是 不 可 微 的 . 这 就 要 求人 们 研究 这 套 运 算 
法 则 的 数学 依据 ， 

在 数学 本 身 的 发 展 中 ,也 提出 了 冲破 古典 分 析 中 一 些 概念 与 
运算 的 要 求 . 例如 ,研究 偏 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 问题 时 发 现 ， 
如 果 仅 限于 在 古典 分 析 的 范围 内 理解 微 商 并 求 微 分 方程 的 古典 
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解 , 就 会 在 使 用 近代 数学 工具 的 可 能 性 上 受到 限制 .为 了 使 泛 函 分 
析 的 方法 能 够 应 用 于 微分 方程 ,就 必须 扩充 微 商 概念 . 早 在 30 年 
代 , 苏 联 数学 家 索 伯 列 夫 就 引入 了 广义 微 商 概念 并 把 它 用 于 偏 微 
分 方程 的 研究 中 . 他 的 工作 为 广义 函数 理论 提供 了 雏形. 又 如 ， 
Fourier 变换 是 应 用 数学 的 一 个 重要 工具 ,但 在 古典 意义 下 , 连 
f(x) 硅 1 这 样 简单 的 函数 , 它 的 Fourier 变换 都 没有 定义 . 这 给 应 
用 造成 了 许多 麻烦 . 因此 需要 扩充 Fourier 变换 的 概念 , 建立 更 广 
泛 的 Fourier 变换 的 理论 . 

L. Schwartz 建立 的 广义 函数 理论 有 效 地 解决 了 上 述 问 题 岂 ， 
在 这 一 理论 中 ,每 个 连续 函数 都 可 看 作 广 义 范 数 , 每 个 广义 函数 都 
是 无 穷 次 可 微 的 . 对 广义 函数 定义 的 各 种 运算 破除 了 古典 分 析 中 
对 运算 的 种 种 约束 ,从 而 能 够 在 更 大 的 范围 内 进行 运算 ,使 它们 运 
用 起 来 很 方便 , 现在 ,广义 函数 论 已 在 许多 学 科 领 域 中 起 着 积极 作 
用 . 


3 5.1 基本 函数 空间 与 广义 函数 


我 们 的 目标 是 建立 广义 函数 概念 ,使 得 它 满足 以 下 要 求 ，(1) 
它 包含 在 物理 \ 无 线 电 及 各 领域 中 出 现 的 奇异 函数 ,例如 6 函数 ; 
同时 也 包含 一 切 连续 函数 . (2) 它 有 任意 阶 微 商 ,并 且 使 通常 的 微 
分 法 则 也 成 立 . (3) 它 的 Fourier 变换 总 有 意义 . 

按照 L. Schwartz 的 广义 函数 理论 ,广义 函数 实质 上 就 是 定义 
在 由 一 类 性 质 很 好 的 函数 组 成 的 基本 空间 上 的 连续 线性 泛 函 ,对 
广义 函数 的 各 种 要 求 都 体现 在 基本 空间 中 的 函数 上 . 

为 了 叙述 简单 起 见 , 我 们 主要 介绍 一 维 欧 氏 空 间 R 上 的 广义 
函数 . 首先 要 介绍 基本 函数 空间 . 因为 复 值 函数 可 以 分 成 实 部 与 虚 


@ L.Schwartz 在 1950 一 1951 年 间 , 出 版 了 专著 “分 布 郊 数理 论 ”(“Theorite des 


distrnbution” I ,I ) 
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部 ,所 以 只 需 考虑 实 值 函数 ， 

定义 在 R 上 的 具有 任意 阶 连续 微 商 的 函数 全 体 组 成 的 空间 
记 作 C”(R), 例如 ,常数 函数 ,多 项 式 函 数 , 正 弦 函 数 等 就 都 属于 
C™(R). 它们 是 无 限 次 可 微 的 ,在 可 微 性 上 非常 好 ,但 是 ,它们 在 R 
上 不 一 定 可 积 . 而 我 们 却 需 要 基本 空间 里 的 函数 不 但 自身 可 积 ,而 
且 乘 上 任意 可 积 函 数 之 后 仍然 可 积 , 为 此 考虑 C”(R) 中 支 集 是 紧 
集 的 函数 ,它们 满足 上 述 各 种 要 求 .函数 f(x) 的 支 集 是 使 得 
jz) 关 0 的 全 体 点 集 的 闭 包 ,了 的 支 集 记 为 supp (了 f) = 
{zER: f(z) 取 0)).C”(R) 中 具有 紧 支 集 的 函数 全 体 所 组 成 的 空 
间 记 为 CF CR). 例如 ,函数 


ge eat [| 过 1s 
Iz| 宇 1 


属于 CY (CR). 

Co CR) 只 是 由 函数 组 成 的 集合 ,还 必须 在 CF (R) 中 定义 收敛 
性 , 才 有 可 能 以 它 为 定义 域 定 义 连 续 线 性 泛 函 ,而 且 还 应 当 使 得 它 
按 这 种 收敛 性 成 为 完备 的 空间 . 

定义 5.1 设 9,pECY (CR), 如 果 满 足以 下 条 件 ; 

Q) 存在 R 中 的 紧 集 ,使 得 9 与 g 的 支 集 都 包含 在 K 中 , 即 

supp (PD CR, supp(p) 所 下， J7= 1,2,.. 

(11) g 以 及 9 的 任意 阶 微 商 一 致 收 僵 于 gg 及 其 相应 的 微 商 . 

即 , 对 任意 非 负 整 数 m ,有 


lmsyp ly" (7) — g™ (a)1) 
lim (max ID”y (x) 一 D”"g(x)|) = 0, 
d”™ 
dx” 
就 称 g 收敛 于 p. C8 (CR) 是 一 个 线性 空间 .在 给 定 了 上 述 收敛 性 后 
称 它 为 基本 空间 多 (R). 上述 收 敛 记 为 
limg, 二 9 (在 多 (8R) 中 ). 


D”™ es 


157 


可 见 , 基 本 函数 空间 (基本 空间 ) 多 (R) 与 CF ( 尼 ) 所 含 元 素 相 
同 ,并 且 定 义 有 上 述 收 敛 性 . 多 CR) 有 了 时 也 简 记 为 多 , 夕 中 的 元 称 
为 基本 函数 或 试验 函数 ， 
乡 中 的 基本 列 定义 如 下 ; 设 pE 环 , 若 存 在 紧 集 天 ,使 得 
supp(9) CK, 了 一 1,2,"， 
并 且 对 任意 非 负 整数 mx, 有 
lim (max |D"g, (x) — Dg (zx)|) = 0, 
就 称 {g} 是 多 中 的 基本 列 . 
命题 5.1 多 中 的 基本 列 必 是 收敛 列 ,从 而 纪 是 完备 的 . 
证 明 设 {gp} 是 多 中 基本 列 . 对 每 个 点 zxER,{D”p (xr)}(] 
二 1,2,…) 是 基本 数列 ,由 实数 域 的 完备 性 得 知 存在 极限 
lim D"g (2) —— (2z), m = 0,1,2,"., 
再 由 一 致 收敛 性 可 知 加 (z) 连 续 . 利用 微 积分 基本 定理 有 
PXT) — la) = | Decoder， 
其 中 固定 a€tR. 根据 一 致 收敛 性 , 今 7 一 co 得 
各 (Cz) 一 内 人 o) = | 全 Gd 
由 此 知 如 可 微 , 并 且 Dgo(z) 二 (zx). 类似 可 得 
D”go x) = G(x), m= 2,3,. 
因 有 紧 集 KK, 使 得 supp (py)CK, 故 supp (J)CK. 由 此 推 知 yoEE 
多 ,并 且 可 以 验证 
lim 匈 一 名 (在 多 中 )， | 
定义 5.2 纺 上 的 连续 线性 泛 函 称 为 胞 上 的 广义 函数 (gen- 
eralized function) 或 分 布 (distribution). 亦 即 , 若 多 上 的 实 值 江 耳 
u 满足 条 件 ， (1) 线性 ， 区 对 一 切 Ps EWN ER, 
UAP hp) = Nulp) 十 hu lp), 
(ii) 连续 性 . 即 , 若 2%ED, 并 且 limg 一 YX 在 多 中 ), 便 有 
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limu(p) 一 u(9), 
就 称 是 名 上 的 广义 函数 ,有 时 也 用 记号 
ul(p) = (up), PE YW. 
HR) 上 广义 函数 全 体 组 成 的 空间 记 为 2'(R) ,或 简 记 为 
122 
例 1 设 了 是 R 上 的 局 部 可 积 函 数 ( 即 在 R 的 任何 紧 子 集 
上 可 积 ). 定义 狠 上 的 泛 函 妨 为 
u(9) 一 | fe) pr)dr, PE 5 (5. 1) 
因为 pe 纪 , 它 具有 紧 支 集 并 且 有 界 , 所 以 上 述 积分 存在 并 且 取 
有 限 值 . 泛 函 ur 显然 是 线性 的 , 它 还 是 连续 的 ,因为 : 设 lim 多 一 0 
(在 急 中) , 必 存 在 紧 集 六 ,使 supp(CoD)CK, 且 
lim (max |%,(7)|) 一 0. 
从 而 
Cg) < {maxlg nl} fn) dr 0 GO 一 co) 


由 uy 是 线性 的 , 便 知 者 lm% 一 9( 企 D 中 ), 便 有 limui (9%) 一 
uy(9) , 即 uj 连续 . 从 而 uj 是 多 上 广义 函数 .有 时 把 wj 就 记 为 了 
由 (5. 1) 式 确定 的 广义 函数 称 为 正则 的 . 其 他 类 型 的 广义 函数 
称 为 奇异 的 . 
类 似 地 ,若是 RR 上 的 Borel 测度 ,由 下 式 
un(9) = | rz)dw， 0E 
定义 的 泛 函 weE22 
例 2 任意 取 定 zo€ER, 定 义 泛 峭 
6, (0) = fro), PE YY. 
它 显然 是 多 上 的 线性 汉 函 ,并 且 ,车 limg 一 0( 在 多 中 ), 便 有 
[6 (9)| = Ix) lesuplp DY0 GY). 
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可 知 9. 连续 ， 于 是 0. 是 广义 函数 . 当 zo 二 0,6 二 0 就 是 物理 上 常 
用 的 Dirac 孙 数 ， 

例 1 曾 指出 每 个 局 部 可 积 函 数 都 可 以 看 作 一 个 广义 函数 ( 即 
由 (5. 1) 式 定义 一 个 广义 函数 ), 可 以 证 明 8 函数 并 不 是 任何 由 局 
部 可 积 函 数 按 (5. 1) 式 所 决定 的 广义 函数 ,因此 广义 函数 并 非 都 是 
可 以 由 局 部 可 积 阔 数 决 定 的 ,其 证 明 如 下 : 

假设 存在 局 部 可 积 函 数 A(x), 使 得 


6(9) 一 90) = | Acepwcodz， 2 E 地 . 
特别 ,到 函数 9 为 


| lz| <a, 
P(XT,4) = : ? a>>0. 
0， iz| 之 0， 
可 知 9g (x,a)EC?(R). 按 上 述 假 定 便 有 
| fz)9 Cz,0)dz = 9(0,a) 一 e 1， 
但 左 端的 积分 又 有 
reowcodz|= | fr)e /bi dz 
4 Ixi<a 


<| | [f(z)|ldr—0 ( 当 a— 0), 
Ta 


这 两 式 是 矛盾 的 .因此 9 函数 不 能 由 任何 局 部 可 积 函 数 按 (5. 1) 式 
给 出 , 它 是 奇异 的 广义 函数 ， 
例 3 设 


1 
Fa = | 过 天 0， 
0， r= 0， 
它 在 zx 一 0 点 的 邻 域 不 可 积 , 因此 对 一 般 的 PE 允 ,(5. 1) 式 右边 的 
积分 可 能 发 散 . 但 我 们 能 够 建立 史上 的 一 个 泛 函 wx 使 得 它 对 于 
在 z=0 的 邻 域 中 等 于 0 的 基本 函数 ,有 (5. 1) 式 成 立 . 我 们 用 取 
积分 主 值 的 办 法 来 定义 x: 对 一 切 PE 拒 , 令 
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fh ?~ 0) ”p(t) 1 p(t) 
“WD= | - d+ | . d+| Dg 


a lim(| 0 d+t| 2 dt| = lim| 2 ds, 
一 cx E 上 之 


6 人 0 E—"0 


1 一 co 


(5. 2) 


以 上 等 式 成 立 是 因为 二 是 奇 函 数 ,并 且 由 微分 中 值 定理 可 推 知 
| 六 0 二 
t E 


lim 
u 是 线性 的 , 若 9 一 0( 在 < 中 ), 知 存在 有 界 区 间 [ 一 4,4j， 

使 supp (9) 忆 [一 A4,4Aj,y 二 1,2,… ,不 妨 设 4 之 1, 我 们 有 
ji NS te eA, = A De di. 


l<ltlea 

因为 9 及 都 在 [一 A,A] 一 致 收 化 到 0, 再 用 微分 中 值 定理 不 难 
推 知 x(9)->0G 一 co). 综 上 所 述 ,得 知 vE 2D'. 由 (5.2) 式 可 见 
等 于 由 十 的 主 值 (principal value) 确 定 的 泛 函 , 它 称 为 了 的 正则 化 
泛 函 . 

更 一 般 地 ,可 以 定义 了 对 应 的 泛 函 为 

zi (及 一 人 2 dt 十 | poet = 四 加 后 dt， 
(5, 3) 

其 中 ,ab>0 是 任意 给 定 的 . 不 同 的 a,6 所 得 的 两 个 泛 函 之 差 为 6 
函数 的 常数 倍 . 因此 (5. 3) 式 与 (5. 2) 式 给 定 的 泛 函 之 差 是 C6,C 
是 某 个 常数 . 今后 为 确定 起 见 , 广 义 函数 二 一 z-! 就 表示 由 (5. 2) 式 
给 定 的 

关于 急 上 线性 泛 函 是 否 连 续 , 有 以 下 判别 准则 

定理 5.2 设 x 是 空 上 的 线性 泛 函 , 则 x6E 2 的 充分 必要 条 
件 是 :对 于 及 上 每 个 紧 集 天 ,存在 常数 C 一 CCK) 及 非 负 整数 NN 一 
NGK) ,使 得 对 于 任意 满足 条 件 supp( 防 C 玉 的 ge 纪 , 有 


u(9p,) 一 
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lu | CO >， suplD”"p (x). (5. 4) 


证 明 充分 性 是 显然 的 . 下 面 用 反 证 法 证 明 必要 性 . 设 连 

续 , 但 对 某 个 紧 集 天, 不 存在 C,N 使 (5. 4) 成 立 , 则 对 一 切 自然 数 
由 必 存 在 内 E 儿 ,supp (y,)CK, 有 

lag)| > 7 2 s 中 ID"%(z)|， (5. 5) 


令 p 一 J /u(y ), 显 然 pEB,supp (9)CK,u(g) 二 1, 但 由 (5.5) 
式 推 知 


sup|D"p 2) | < (0<m<), 
TEK J 


因此 lim pp 二 0( 在 多 中 ), 由 ww 连续 便 得 
lim u(gp) = 0,， 
这 与 (9) 二 1 是 矛盾 的 ， 1 
注 设 xE2 ,如 果 存 在 与 K 无 关 的 非 负 整数 No, 使 得 对 于 
一 切 紧 集 KCR,(5.4) 式 中 的 NC(K) 志 No, 就 称 具有 有 限 阶 . 这 
样 的 No 中 的 最 小 者 称 为 广义 函数 的 阶 . 如 果 上 述 No 不 存在 ， 
则 称 w 具有 无 穷 阶 . 
广义 函数 的 定义 可 以 从 一 维 空间 R 推广 到 维 空间 R". 先 把 
定义 5.1 的 (ii) 中 等 式 修 改 成 :对 任意 多 重 指标 a 二 (a,… ,a,),， 有 
lim(max |D’g, (x) — Dg(x)|)=0 
(记号 D“ 见 § 3.7), 便 得 到 多 (R") 中 收敛 性 的 定义 .类似 地 ,还 可 
以 定义 多 (0Q) 及 其 中 的 收敛 性 ,这 里 的 2 是 R" 中 的 非 空 开 集 ,只 
需要 求 定义 5.1G) 中 的 紧 集 KCOQ. 然后 便 可 定义 乡 (R"”) 上 的 广 
义 函 数 (或 多 (0) 上 的 广义 函数 ) 为 多 (R")( 咱 (0)) 上 的 连续 线性 
泛 函 ， 
例 4 设 0 是 RR 中 的 区 间 (0,1), 按 下 式 定义 玩 (Q) 上 的 线性 
泛 函 zw， 
ui(J) = ro 了， yg € DN), 
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其 中 G2 Cz) 二 生生 | .不 难 证 明 we (0), 且 v 具有 无 穷 


dx! 
阶 ， 
前 面 我 们 假定 基本 函数 只 取 实 值 ,广义 函数 也 是 实 值 的 ,对 一 
般 情 形 , 可 以 考虑 复 值 的 广义 函数 . 为 此 先 考 虚 复 值 基本 函数 , 它 
的 实 部 与 虚 部 都 是 实 值 基本 函数 , 复 值 基本 郴 数 的 全 体 构 成 复 基 
本 空间 ,在 此 空间 中 定义 了 线性 运算 及 与 前 面相 同 的 收敛 性 . 在 复 
基本 空间 上 的 复 值 线性 连续 泛 函 就 称 为 复 广 义 晴 数 . 
复 广义 函数 空间 中 的 加 法 以 及 与 复数 的 乘法 由 以 下 公式 定 
义 : 
(Ui asp) = (UP) + (us, Pp), 
《au ,P) 一 Q《2 9) 一 一 《2 ,ap)， 
复 广义 函数 的 共 恩 广义 函数 去 定义 为 
(UU,P) 一 (1u,9). 
对 于 局 部 可 积 的 复 值 函数 f(xz) ,与 它 相应 的 广义 函数 f 为 
(f,9) = | jz)9Cz)dx， 
关于 实 值 广义 函数 所 得 到 的 结果 ,大 部 分 可 以 转 到 复 值 的 情况 ,不 
过 需 按 .上面 所 述 公式 作 适 当 改 变 . 
为 简单 起 见 , 下 面 只 讨论 实 值 广义 函数 . 


8 5.2 广义 函数 序列 的 极限 


广义 函数 空间 2 CR) 是 线性 空间 ,在 “有 上 定义 收 伍 性 如 下 ， 
定义 S. 3 设 wiiE CI 一 1,2…. 荷 对 每 个 VE CD 有 
limu,(9) = ul9) 
成 立 , 就 称 广 义 函 数列 {u,} 收 敛 于 记 为 
limaw 二 wu (在 人 0 中 ). 
例 1 设 广 局 部 可 积 ,) 王 1,2,…. 若 
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lmf,(z) = f(x), ae.， 
并 且 在 每 个 紧 集 上 {|f,|} 被 一 个 可 积 函 数 所 控制 , 则 对 每 个 9 
EF 有 
nm|， 三 (z)2(z)dz = 上 jz)pP(Z)dz， 
于 是 ,根据 定义 5.3, 按 (5.1) 式 确定 的 相应 的 广义 晃 数 有 
lim xn = 二 ww (在 多 中 ). 
例 2 设 f(r) 二 一 1 上 Sng, XER,]= 2 … ,可 以 证 明 
lim uf 一 一 6., 
这 是 因为 根据 (3. 17') 式 及 定理 3.6, 若 9pE€ 多 ,有 
Im 二 | prt d= (2). 
取 zx 二 0, 便 得 到 
limu, (9) lim 二 | wa 2 dt = 9(0) = (9), 
更 一 般 地 ,如 果 函 数 f, 局 部 可 积 ,而 它 所 对 应 的 广义 函数 列 
收敛 于 6 函数 , 即 
limu 一 9 (在 儿 中 )， 
就 称 {f,} 是 6 型 序列 . 
上 面 的 讨论 表明 ER 2 大 | 是 6 型 序列 ， 


例 3 设 f(x) 二 一 x ZarER,e>0, , 则 
pw- 一 人 (在 < 中 )， 


这 是 因为 , 取 天 (z) 王 二 二 二, 则 


sinyt 


x Fi 


根据 定理 3.10, 在 (3. 32) 式 中 取 z=0 可 得 
limu. (9) = 2(0). 
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定理 5.3 设 €E 纺 ,J 二 1,2,…, 阁 对 于 每 个 gE 多 ,极限 
lim u,(9) 存 在 ,并 记 
u(y) 一 lim u,(9)， 
则 zxE , 邑 lim 2 一 &( 在 < 中 )， 

定理 的 证 明 省 略 ,可 参看 Z. Szmydt[11] 或 W. Rudin[13]. 

由 此 可 知 , 若 (人 oo)} 是 到 中 的 基本 列 , 即 , 对 一 切 PE 儿 ， 
lm Cw 一 wu) (9) 一 0, 则 必 存 在 极限 lim w(9) 二 wu(9). 从 而 由 定理 
5. 3 推 知 &E 5c2 ， lim wj 一 (在 夕 ' 中 ). 因 此 ,在 这 个 意义 上 可 以 说 
VY 具有 完备 性 ( 称 为 序列 完备 性 ). 


$ 5.3 广义 函数 的 微 商 ,广义 函数 与 函数 的 乘积 


在 引进 广义 函数 概念 时 曾 指出 :应 当 使 得 广义 函数 具有 任意 
阶 微 商 . 同时 ,对 于 连续 可 微 的 函数 ,把 它 看 作 广 义 函 数 时 的 微 商 
也 应 与 古典 的 微 商 相 一 致 . 由 此 可 以 引导 出 定义 广义 函数 微 商 的 
方法 . 

设 f(x) 是 R 上 连续 可 微 的 函数 ,p € 纪 , 知 pg 必 在 某 个 有 界 
区 间 [a,6j 之 外 为 零 , 由 分 部 积分 得 


| fodz= rcog(z)| 一 | fp' Grdz 


= 一 | fn)p' Cdz, 

看 作 广 义 函 数 亦 即 ( 产 ,yp) 二 一 (f ,pq'), 由 此 导出 广义 函数 微 商 的 
定义 ， 

定义 5.4 设 xE 纪 ,定义 xz 的 微 商 z 为 乡 上 线性 泛 函 , 满 
足 : 

uw (fp) =— up'), 9E 5 (5. 6) 

jy du 
ww 也 记 为 守 或 Dx. 
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因为 由 VE 氏 可 推 知 VE 氏 ,所 以 定义 妇 的 (5. 6) 式 的 右 端 
是 有 意义 的 , 还 可 证 明 线 性 泛 本 连续 , 设 lmg 一 0( 在 多 中 ), 由 
等 式 

(Po 一 约 "+D， 
可 推 知 lim 9/ 一 0( 在 纪 中 ). 因 w 连续 , 便 有 lim w(g') 一 0, 从 而 
| nn u' (gp,) = 0， 
即 w’€ 2 
按 定义 容易 推 知 x 有 任意 阶 微 商 ,并 且 
Dr"x(p) = (~— 1)”u(D"y). 

例 1 Heaviside 函数 五 (zx) 为 
1， 袜 之 0， 
0，x<<0， 

它 按 (5. 1) 式 可 定义 广义 函数 wn ,下面 求 ux. 


uD=—ung) =—| Hi)y' Cdr =— | 27Cz)dz 


H(zx) = | 


= 9(0) = (9), ED, 
即 得 ur! =$. 有 时 把 UIir 仍 记 为 鳌 , 便 得 到 H'=6. 
例 2 设 f(z)ECICR\{0)), 了 在 x 二 0 点 的 左 、 右 极限 存在 
但 不 相等 , 即 
l= f(+ 0)— f(— 0) 关 0, 
又 没 了 及 六 都 在 R 上 局 部 可 积 , 则 
Eu = lO wy. (5.7) 
这 是 因为 对 于 pgE€ 2， 


Fu WD=— ug) 一 一 | fey Cdr — | Arg Codz 
0 
=— f(A) 十 | fr) gedz 


十 f( 十 0)8C0) 十 | Ff pz)dz 
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二 lp (0) 十 | 户 (z)p(z)d7 


一 0492) 十 ur (P), 
以 上 讨论 说 明 : 如 果 FEC'CR), 则 有 xf po) 一 xr 9. 否则 ,如 
例 1, 例 2 的 情形 ,广义 函数 的 微 商 xj 可 能 不 同 于 古典 意义 的 微 商 
广 对 应 的 广义 函数 uy. 
例 3 设 & 为 正 整 数 ,对 任意 9€ 雪 ， 
Dd(9) = (— 1)6D'9) = (— 1)D’y (0). 
例 4 设 一 1] 二 4<<0， 
2 0， Z 生 0， 
和 Ee r+>0， 
它 的 广义 函数 仍 记 作 x , 求 其 导数 .对 gE€@， 


SL | Cd 
0 
一 一 lim| 219' 02 )dz 


EO) 


a hm {z[g(z) PC) 2 ze 要 2p(0)]dz| 


=| hzr[edz) — 9(0)Jdz, C5. 8) 
由 (5.8) 式 右边 确定 的 广义 函数 用 Az4 !' 表 示 , 便 得 到 
CR 
例 $ 求 jnlzi 作 为 广义 函数 的 导数 .对 PE 纪 ， 
d ex) 
(人 ln | 并 | ,9) =— (ln|x[l,p') =— | dnlzDp’ Cdr 


= lim 2 (zln1zldz 


er*0J lal>e 


-i 
171:>e 车 
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lim| Ce dzx, 
lzr|>e 


é—=0 好 全 


从 而 由 (5.2) 式 知 
lnlz| = 过， 
广义 函数 具有 和 逐 项 可 微 性 . 即 ; 若 lim ,二 uw( 在 儿 中 ), 则 
lmDu, = Du (在 多’ 中)， 
此 性 质 容易 验证 ,因为 :对 于 gE 多 ,有 
lim (Du,) (9) u,(P') =— u(y') = Dul(y). 
下 面 定义 广义 函数 与 无 限 次 可 微 函 数 的 穆 积 . 
定义 5.5 设 zE 玖 (BR),AEc” CR) , 则 它们 的 乘积 fu 为 
(fu 一 zfD，pE DR). (5. 9) 

容易 验证 fu€ 5 ( 民 )， 

对 于 定义 5.5 中 的 乘积 fu 有 以 下 微 商 公式 

D(fu) = fu’' + fu. 
这 是 因为 ,对 于 PE 多 ,有 
Du DS=— (fi Pp') 一 一 Up 一 一 MCA — fo9) 
=u (fp uf = (fu fiu) yy), 

我 们 知道 ,车 f,g EC™ CR"), 则 它们 的 乘积 的 微 商 满足 Leib- 

niz 公式 ， 
D"(fg) = DcwaD ?Ff) (Deg), (5. 10) 
pea 

其 中 a= (Qi, ,0,) ,P= 《0 和 0)， 


al 
人 ”cc 一 有 1 
Ba 是 指 8B 委 ay 一 1，2，…，)7， 
对 于 EC™YCR"),uE3A(R"), 它 们 的 乘积 的 微 商 也 满足 
Leibniz 公式 


al = Qlera 


n 


1， 


D(Cfu) = Dc (Df) Dw), (5.11) 


pea 
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其 中 a,B ,cp 等 均 如 前 面 所 述 . 
3 5.4 广义 函数 的 支 集 


根据 线性 泛 函 的 定义 可 知 , 我 们 说 安 (2) 上 两 个 广义 函数 四 
与 ws 相等 ,是 指 ; 对 一 切 VE SOD)， 
(U8) = (ws. 
设立 是 2 的 一 个 开 子 集 ,属于 纪 (0) 的 w 与 ws 可 能 并 不 相 
等 ,但 如 果 对 一 切 VE 作 (V), 有 
(U1 318) = (us pp) ， 
就 称 
ui 二 Us 在 V 中 )， 
或 记 作 ly 一 wslv. 同 理 , 设 w€ (00) , 若 
(up) = 0, bE WOV), 
就 称 zx 在 V 上 等 于 零 ,或 记 成 xlv 一 0. 
定义 5.6 设 xzES2 (2), 的 支 集 由 只 中 所 有 如 下 的 点 工 组 
成 :TEQ, 不 存在 工 的 一 个 邻 域 ,使 得 x 在 此 邻 域 上 为 零 . 记 > 的 
支 集 为 supp u. 或 supp (z). 
若 记 x 的 支 集 在 8 中 的 补 集 为 
W = 0\ supp u, 
则 由 以 上 定义 显然 得 知 ; 对 每 点 xEW, 必 存在 它 的 一 个 邻 域 V,， 
使 得 4 在 V, 上 等 于 零 . 可 以 进一步 证 明 “ 在 W 中 等 于 零 ( 根 据 单 
位 分 解 定理 ,此 处 省 略 . 参见 W. Rudin[13])),; 并 有 旦 WW 是 0 中 使 
ujy 二 0 的 开 子 集 V 中 的 最 大 者 . 于 是 x 的 支 集 就 是 Q 中 使 x 在 其 
补 集 等 于 零 的 最 小 闭 子 集 ,也 是 2 中 满足 条 件 xlv*=0 的 最 大 开 
集 的 补 集 , 这 个 定义 与 连续 函数 的 支 集 的 定义 形式 上 相同 . 徊 x 是 
由 一 个 常 义 函 数 所 确定 的 , 则 它 作为 广义 函数 的 支 集 与 它 作为 普 
通 函 数 的 文集 相 一 致 . 
不 难 推 知 : 若 xzE2(C0),9ES 字 (0) ,并 且 z 的 支 集 与 9 的 支 
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集 的 交集 是 空 集 , 即 
supp % 门 suppy 一 好， 
则 
(4392) = 0. 
例 1 Heaviside 函数 人 局 (z) 的 支 集 是 半 轴 zx 宇 0, 即 
suppH = {zx € R; ZX 之 0}. 
例 2 supp 6 二 {0}， supp D6 二 {0}, 其 中 是 非 负 整 数 . 
例 3 设 w==zi. 虽 然 z 在 z=0 处 为 零 ,但 广义 函数 的 支 
集 是 全 实 轴 R. 
例 4 设 wE 纺 I (R) ,我 们 有 
supp Du C supp u. 
这 是 因为 , 若 开 集 VCW=R\suppu;, 且 9€E 才 (V), 则 DipE 
2(V) ,所 以 zx 的 支 集 与 D'9 的 支 集 的 交集 是 空 集 , 便 有 
《Diz 9) = (— 1)(xz ,Dep) = 0， 
由 此 得 知 Diuly==0. 这 表明 使 D xjlv=0 的 最 大 开 集 包含 W, 即 
RN supp Du DO W. 
取 其 补 集 便 得 所 述 结论 ， 


3 5,5 具有 紧 文集 的 广义 函数 


本 节 将 证 明 2 002) 中 具有 紧 支 集 的 广义 函数 全 体 组 成 的 子 
空间 与 C”(2) 上 连续 线性 泛 函 组 成 的 空间 等 同 ， 

C™~ (0) 是 定义 在 Q 上 具有 任意 阶 连续 微 商 的 函数 全 体 组 成 
的 空间 ,其 中 0 是 实 轴 上 的 非 空 开 集 .我们 必须 在 C~(Q) 中 定义 
收敛 性 ,才能 讨论 在 其 上 定义 的 连续 线性 泛 函 ， 

为 了 定义 C™(0) 中 的 收敛 性 ,我 们 在 2 中 选取 一 紧 集 列 KK,， 
使 得 

K,CKr, 7= 0,1,2,, 
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Bl 
若 0Q=R, 取 KK 二 {xER:|z| 志 7)) 即 可 .然后 定义 C™~(Q0) 中 一 列 半 
范 数 为 
qn Cf) = sup{|D'f(r)|: rE Ky,la|l SN},N = 0,1,2,, 
其 中 f€EC™(0). 显然 有 gn(7) 才 qn41(7). 
定义 5.7 设 了 ,EC™(0), 如 果 对 每 个 N 有 
bm qn(f)=0, N=0,]1,2,., 
就 称 C“(Q) 中 的 元 列 {f,) 收 敛 于 零 . 
C” (2) 中 给 定 了 上 述 收 仿 性 后 ,就 称 为 空间 860). (0) 中 
的 元 列 (f,} 收 敛 于 零 , 记 为 
lm 二 0，《 在 8(Q) 中 )， 
注意 :在 (0Q) 中 可 以 定义 距离 为 
{38 2 1 0 3 
但 可 以 证 明 , 若 要 求 保持 上 述 收敛 性 , 则 ZC(0) 是 不 可 赋 范 的 ( 根 
据 拓 直线 性 空间 理论 . 参看 Rudin[13]). 
可 以 证 明 2(2) 按 上 述 收 伍 性 (或 上 臣 离 ) 是 完备 的 .证 明 省 略 . 
(0) 上 的 线性 泛 函 称 为 连续 的 ,是 指 : 车 在 (90) 中 limf, 一 
0, 便 有 


fg €E GN). 


limu(,) 二 0, 

S(02) 上 连续 线性 泛 函 的 全 体 组 成 的 空间 记 为 2’ (0). 

定理 $5.4 设 4 是 4(0) 上 的 线性 泛 函 , 则 wuEC@'(Q) 的 充分 
必要 条 件 是 存在 常数 C 盖 0 和 非 负 整 数 NN ,使 得 

[uf)| Caqv(f), f € 2(0). (5. 12) 

此 定理 的 证 明 与 定理 5.2 类 似 , 省 略 ( 也 可 参看 下 一 章 的 定理 
6. 7). 

引 理 $.5 车 /E40), 并 且 

Tm 


limf, 二 0 (在 名 (90) 中 )， 
则 也 有 
him], 二 0 (在 (2) 中 )， 
本 引 理 的 结论 由 纪 (0) 及 B00) 中 的 收 全 性 定义 不 难 证 得 ，1 
引 理 5.6 20) 是 G(2) 的 稠密 子 集 ， 
证 明 设 天 ,是 定义 @(2) 中 收敛 性 所 取 的 2 中 的 紧 子 集 ， 


天 CC 并 人 天 C 0 一 [JJK， 


按照 推论 1.15, 可 取 到 一 列 函 数 g%E 红 (2)， 使 得 当 二 GE 天 时 ， 
gi(T) 二 1, 于 是 ,对 任 给 /EBC0), 令 广 =f 一 gf 显然 有 f(x) 一 
0,xEK,. 由 此 推 知 ,对 于 0 过 N 魏 小 
qn(f,) 一 0. 
从 而 得 到 ,对 每 个 N， 
limay(/,) =0, N= 0,1,2,.. 
以 上 讨论 表明 ;对 任 给 fFEGC0), 可 以 找到 一 列 函 数 g,f EE 
多 (0) ,使 得 
limg,f 二 了 ff (在 (0) 中 )， 

即 GD) 在 GO2) 中 稠密 ， 1 

定理 $5.7 2'(0)C' (0), 更 确切 地 说 ,2'(0) 等 同 于 
< (0) 中 具有 紧 支 集 的 广义 函数 全 体 组 成 的 子 空间 . 

证 明 因为 CF C0) 是 C~(0) 的 子 空间 ,而 且 根 据 引 理 5. 5， 
由 还 (2) 中 的 收敛 性 可 推出 BC2) 中 的 收 伍 性 ,所 以 ,不 仅 按 元 素 
集合 的 包含 关系 ,而 且 按 空间 的 收敛 性 来 说 ,都 有 

DN) CEN). 
由 此 推 知 ,车 x€@ (0), 则 它 限制 在 2(C2) 上 也 连续 , 即 它 也 属于 
2 00). 此 外 , 若 几 EG (0)， 
lim (w, ,7) =0, f € EO), 
则 显然 有 
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lim (uw, ,9) = 0, PE VOD). 
于 是 ,按照 广义 函数 序列 的 收敛 性 ,也 有 瞬 人 关系 
GO0) C YN). 
设 w€E@'(Q), 由 定理 5.4 可知 ,存在 C 与 No, 使 得 (5.12) 式 ， 
即 下 式 成 立 : 
Iu,sf)| 委 Ceov( 门 ， 三 EGGC0). 
若 PE 人 CQ), 并 且 supp pCQNKw,, 则 显然 有 gw (2) 一 0, 又 由 
(5. 12) 式 推 知 Cu,g)==0. 根据 广义 函数 的 支 集 概念 可 知 , 阁 x 限制 
在 22CO0) 上 , 则 其 支 集 必 满足 supp uCKnw ,也 就 是 zx 具有 紧 支 集 . 
反之 , 设 xzE (2) 并且 它 的 支 集 是 基 集 ,我 们 可 以 控 以 下 
方式 把 延 拓 成 5 和 (2) 上 的 连续 线性 泛 函 . 根据 推论 1.15, 可 作 男 
数 gE5O(CD) ,使 得 当 zEY,gGzr) 王 1, 其 中 开 集 满足 
suppu CVCA. 
当 PE (0) 时 ,因为 
PAT) ~ gCTIPT)=0, XEV, 
便 知 
supp (Pp — gP) {| suppu = 1,， 
所 以 (wu,g 一 g9) = 二 0, 即 有 
(Up) = (ug9) 
对 任 给 fEF(Q) ,按照 等 式 
(u,f) = (u,gf), (5. 13) 
得 到 定义 在 (0) 上 的 线性 泛 函 . 它 限制 在 弥 (0) 上 就 是 原来 给 
定 的 属于 2 (2) 的 w 下 面 只 需 证 明 由 (5. 13) 式 给 定 的 z 在 2(0) 
上 连续， 
记 天 一 suppg, 它 是 紧 集 .因为 xE SC2) ,根据 定理 5. 2, 对 
于 紧 集 天 ,存在 常数 C 及 非 负 整 数 N ,使 得 ECKx, 对 任意 满足 条 
件 suppp CK 的 PE SC2) ,有 
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[P| EC 2 suplD"pz)| < Cign(9, 


其 中 C= 二 CON 十 1), 对 于 fEC™(Q), 根 据 Leibniz 公式 (5,10) 及 
g€D(0), 可 推 知 存在 C;, 使 得 
qn (gf) < Cgqn lf). 

于 是 ,对 任 给 JEC” (2) ,因为 gf €(0),supp (gf)CK, 所 

以 由 (5,13) 式 及 前 面 的 讨论 ,得 
| Cu, 7) | < | lu,gf) | 委 Cign (gf) CCgn(f). 

恨 据 定理 5.4 便 知 在 6(Q2) 上 连续 . 又 由 引 理 5.6 可 以 推断 
具有 紧 支 集 的 广义 函数 xE 如 (0) 到 BCQ) 上 的 连续 延 拓 是 唯一 
的 . 

因此 ,可 以 认为 8(0) 上 的 广义 肾 数 与 弥 (Q2) 上 具有 紧 文集 
的 广义 函数 是 等 同 的 ， 1 

本 节 以 及 上 一 节 的 定义 与 定理 ,都 可 以 推广 到 吕 是 Rr 中 开 
集 的 情形 . 


§ 5.6 广义 函数 的 直 积 


本 节 考 虑 两 个 普通 函数 f(z) 与 gCy) 的 乘积 f(z)g(y) 在 广 
义 函 数 中 的 推广 , 即 两 个 广义 函数 的 直 积 . 

记 多 二 儿 (R”), 萎 , 二 多 (RR') 以 及 和 Dntr 一 儿 (R”T"), 设 f(x) 
与 g(y) 分 别 是 R" 与 Re 上 的 局 部 可 积 肾 数 , 则 函数 f(x)g(y) 在 
R”" 上 局 部 可 积 . 于 是 ,由 它 可 定义 如 下 的 正则 广义 函数 ;对 于 
PATI YN) E tns 


Sng gz) 一 | fz) | gC) gr, ydydz 


(fr), (gy), Pr, y))), (5. 14) 
或 


(g (yf lr), px,y) 一 | seo | fr) pry drdy 
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= (8(y) (f(x), PCzy)))， (5. 15) 

我 们 按照 (5. 14) 式 的 形式 ,定义 两 个 广义 函数 的 直 积 . 

定义 5.8 设 xzEcSo(y)E 2 由, 用 xz)Xu(y) 表 示 
ul(Xx) 与 v(y) 的 直 积 ,其 定义 为 :对 于 MKzyy)E cr 

u(x) X vy) ,PT Y)) 
= (u(r),(v(y) ,Pry)))., (5. 16) 

为 了 说 明 (5. 16) 式 右 端 确定 了 儿 ,1. 上 一 个 连续 线性 泛 函 ,我 
们 证 明 以 下 定理 ， 

定理 5.8 设 xz(r)E2 nyEc 殉 , 则 (5.16) 式 右 端 定 义 了 
< 上 的 一 个 广义 图 数 , 即 zXvE 2 rw 

证 明 设 rrzryy)E 红 记 图 数 

p(X) = (u(y) pr, Yy)). 
我 们 要 证 明 y(x) ECs (R”). 
首先 注意 到 因为 p(x,y) 有 紧 支 集 , 因 此 可 取 到 足够 大 的 7> 
0, 使 得 
supp pC {Cr :|x| Er,|y| er). 
这 表明 , 当 |zx| 室 r 时 ,p(x,y) 二 0; 从 而 这 时 ， 
p21) = (vy ,PTY)) = (vy) ,0) = 0， 
由 此 可 知 y(2) 有 紧 支 集 ， 

其 次 验证 %z) 是 连续 函数 , 取 定 一 点 XER”, 设 点 列 {x1} 的 
极限 是 2, 显 然 ,plzxi,y) 及 gLx,y) 寿 看 作 » 的 函数 , 则 它们 的 支 集 
都 包含 在 有 界 集 {y€E R":|y| 志 7r) 中 ,又 因为 gE Co (R”*),p 及 其 
各 阶 微 商都 有 一 致 连续 性 ,所 以 不 难 推 知 

lim9p(Cz'y2y) 一 zyy) (在 纪 , 中 ). 
再 由 zw(y)E 2 , 便 得 知 当 7 co 时 ， 
PT) = (VY PT YY > (VCY) PTY 一 VCr)， 


中 w(tr) 表 示 定 义 在 人, 上 的 广义 耳 数 , 久 , 中 的 基本 函数 是 自 变量 z(ER”"*) 的 
函数 .类 似 地 ,uCy) 定 义 在 纺 , 上 ,中 的 基本 函数 是 yCE R") 的 函数 . 


175 


即 y(x) 连 续 ， 
然后 证 明 y 可 微 , 并 且 
Dig(x) = (vy) ,Dip(r,y)). 《5. 17) 
我 们 取 定 一 点 XER", 令 A, 二 (0 , 有 ,0,…,0), 它 的 第 Jj 个 分 
景 是 ,其 余 分 量 都 是 0. 与 前 面 类 似 , 可 以 证 明 有 


大 [gz 十 A1) — G7)]= (v6) sz [pz + hy) — pry)]) 
(200), 2 ), h— 0,， 
亦 即 
9 OP (X,Yy) 
5 p(x) = (ec 让 下 


反复 运用 这 样 的 步 又, 便 得 知 wz) 任 意 阶 可 微 , 并 且 有 (5. 17) 式 
成 立 ， 

综 上 所 述 , 知 VCz)ES5CR") .因此 (5.16) 式 的 右 端 人 wy 是 有 
定义 的 ,并 且 wuXwv 是 多。+, 上 的 线性 沁 也 . 

最 后 ,我们 来 证 明 这 个 线性 泛 函 连续 . 设 任 给 在 纪 ,+4; 中 收敛 
于 零 的 元 列 {9 (zx,y)). 根据 定义 知道 必 存 在 适当 的 大 的 7 二 0, 使 
得 

supp@ CC {x79): zl rly| r= Kk, Xx kK. 

记 K 二 KXK;, 其 中 

Kl= (rE€R", |z| 7r}, kK, = ‘yy€ER’". |y| < 7 了)， 
并 且 对 于 任意 多 重 指标 ,有 

lim( sup Ptz 2) 1) 一 0， 
现在 记 
f(r) = (vy), BT, Y)). 
由 前 面 的 讨论 知 J.€ 2 ,并且 
supp(f) TK. 
因为 v(y)E 52 ,根据 定理 5. 2 得 知 , 对 于 紧 集 K;, 存 在 常数 
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C 与 非 负 整数 N ,使 得 对 于 任意 满足 supp9 CK 的 PCy)E GD ,有 
[vy),9(y))| EC p> Sup Dp ty): 
由 此 推 知 ,任意 给 定 多 重 指标 a， 
IDig C7)|= |) DPC yD) 7 | 
<C > sup | DD (x,y) |， rEK. 


1AISN ?42 
即 得 知 , 当 />oo 时 ， 
sup ID (x)| 入 C >， sup |DiDg (rx,y)| 一 0， 


fe wer 
于 是 ， 
lmy, 二 0 (在 多, 中 ). 
由 xz)E 2 , 便 可 得 到 
limu XxX v,p) = lim (u(r) ,h(x)) = 0: 
这 表明 UXvE 5 | 
广义 函数 的 直 积 具 有 以 下 性 质 ， 
性 质 1 可 交换 性 ， 
u(T) X vy) = vy) X ulz). 
证 明 设 基本 函数 wz,y)ES+, 共 有 以 下 形式 


天 
2(Cz,y) 一 2 85) (9)， PE Df € D,. (5.18) 
按照 定义 5， 8 便 得 知 
下 
(u Xv,9) = Dy up) (vy,) = (v XP, 
| 


亦 即 对 于 形 如 (5. 18) 的 基本 函数 sy a 可 以 证 明 形 如 
(5. 18) 的 基本 函数 全 体 组 成 的 集合 ,在 空间 多 1, 中 稠密 (参见 
[12]). 于 是 便 得 到 本 性 质 . 
性 质 2 连续 性 , 即 大 
hmwu=u (在 多; 中 )， 
则 有 
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hm u(r) X vy) = ulr) xX vy), 

性 质 3 结合 律 : 

u(x) X [vy) XxX wlz) | = [ulx) xX vy) | xX wlz). 

性 质 4 可 微 性 ， 

DeLx(z) XxX vy)] = [Dulz) | Xx v(y). 

性 质 5 与 C~ 函 数 的 乘法 , 阁 a(zx)EC™(R”"), 则 

a(zZ)[Lxae(z) X vy)1 = [a(x)ulr)] X vy)., 

以 上 各 性 质 根据 定义 不 难 验 证 , 略 ， 

性 质 6 支 集 supp(uXv) 二 (supp wu) X (supp v). (5, 19) 

证 明 记 

A=suppu, B= suppv, Ek = supp(u X v). 
先 证 明 
AXBCE. 

设 点 (zo,y0o)EAXB, 即 zx,€ 4h4,yEB. 若 (zo,;yo) EE, 则 必 
存在 点 (zo,yo) 的 一 个 邻 域 V, 使 得 wxXw 在 V 上 等 于 零 . 我 们 可 以 
取 到 R” 中 zo 的 邻 域 Vi 以 及 R" 中 yo 的 邻 域 V,, 使 得 

Vi XV,CV. 

因为 zo€E A, 所 以 u(xz) 在 Vi 上 不 为 零 ,可 取 到 PCz)E SCV) ,使 
得 

《2) 天 0， 
类 似 地 可 取 到 %(y)E 多 (V:) ,使 得 

(UY) 天 0， 
于 是 

《ETZ) X UY PTIVY)) = (up (Vv, 天 0. 
但 又 知 
supp(¢Cr)Y(Y)) CV XV, CV, 
由 Xv 在 V 上 等 于 零 推 知 
(u(r) X vy), Pry)) = 0, 
这 是 矛盾 的 . 因此 ,必定 有 (xo,y0) EE. 
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下 面 证 明 
AxXxXBOE. 
等 价 地 只 需 证 明 其 补 集 的 包含 关系 
(AX BCE. 
设 xoEAhA, 芭 xo€ 4'==R" 4, 必 存在 2x6 在 R” 中 的 一 个 邻 域 V， 
使 得 篆 PE 人 ICV1), 划 有 
(u(xX) OZ) = 0, 
任 给 y, ER', 取 yo 的 分 域 VCR". 车 p(x ;yy)E€ 如 (Vj XV,), 则 
jz)= (vy), pr,y)E DV), 于 是 
(u(x) X vOY) PITY = (ur) Or) 一 0. 
这 表明 (x。,yo) EE. 类似 地 , 若 yo EB', 对 任 给 xo ER”, (xo,y0) 蕊 
E. 综 上 所 述 ,得 到 
EOLAXR’|U I[R” x Bl|D (CA x BB) 
因此 
ECAxB, 
于 是 ,(5. 19) 式 成 立 . 


8 5.7 广义 函数 的 着 积 


R" 上 两 个 可 积 函 数 f(z) 与 g(x) 的 卷 积 定义 为 
fx = | fr — Walydy = (gx f(z), 


由 定理 1. 3 得 知 它 也 可 积 . 因此 ,由 它 可 以 定义 一 个 正则 广义 函 
数 , 即 


(f x* 8,9)=— | cr 8)(z)p(z)dz 
= | 省 es Wa (ydy | rz)dz 
R R 


a | sc)|| A 7)9Cz)dz |dy 
R" a" 
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| ecoo|| Jrz)9JCz 十 dz dy 


Ra” 


| 


(fx) X gy Pr PE DR'). (5. 20) 
根据 (5. 20) 式 ,我 们 可 以 定义 两 个 广义 函数 的 卷 积 ， 
定义 5.9 设 zoE2( 居 ) ,如果 以 下 等 式 
(z2 = (ulT) X vy 十 7) PE DR") (5.21) 
定义 了 一 个 广义 函数 wE 织 (R"), 那 么 ,w 就 称 为 w 与 v 的 卷 积 ， 
并 且 记 为 
wo Wx Vy, 
注意 到 (zx) XvCy) yz,yy)) 对 一 切 JECS (R”) 是 有 定义 
的 ,但 在 (5. 21) 中 gE 才 (R"). 令 
gx,y) = Pry ry ER 
显然 VEC” CR) ，, 它 的 支 集 
supp = ((x,y): 7 十 ESsupp9 (022) 
是 闭 集 ,但 一 般 来 说 不 是 有 界 的 ,除非 p= 二 0.， 
以 ”一 1 的 情形 为 例 . 匣 p 的 支 集 为 
(Z: zl 委 M)， 
则 乡 的 文集 为 
{Czx,y): [++ y| 委 M)， 
如 图 5.1, 可 以 看 到 y 的 支 集 是 位 于 xz 十 y= 二 MM 与 xz 十 y= 二 一 M 两 
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条 直线 之 间 的 无 限 长 条 . 

由 此 可 见 , (5. 21) 式 的 右 端 可 能 没有 意义 ,因此 ,必须 考虑 它 
在 什么 情形 有 意义 . 也 就 是 说 ,并 不 是 对 任意 两 个 广义 函数 都 可 以 
定义 卷 积 的 ,我 们 要 讨论 在 什么 条 件 下 ,它们 的 卷 积 存在 ， 

引 理 5.9 设 wE 如 (R'"), 若 函数 ox)EC”(R"), 它 使 得 集 
A 人 > 

K = supp | suppo 
是 紧 集 , 则 可 以 把 x 的 定义 延 拓 到 c 上 ， 

证 明 根据 推论 1. 15, 取 函数 gECY8 CR"), 使 得 在 K 的 一 个 
邻 域 上 g(x) 二 1( 若 KK 是 空 集 , 则 取 g 任意 ). 显然 gcEC5 因此 ， 
我 们 定义 & 在 co 上 的 值 为 

(U0) = (u,80). (5,. 23) 

可 以 证 明 ; 由 (5.23) 定 义 w 的 延 拓 不 依赖 于 函数 g 的 选取 . 因 
为 , 若 有 另 一 函数 gE€ C7 ,使 在 KK 的 某 个 邻 域 上 gi1(zx) 二 1, 则 
(g 一 gi1)oEC? ,并 且 

supp (g — gi1)o CK:’ 门 suppc， 
从 而 
suppu (| supp(g ~— go CKNMNK = YG, 

于 是 ,由 $5.4 的 讨论 得 知 

(wu,(g — 81)0) 一 0， 
即 

(U80) = (us, £810), 

如 果 cE€ C8 ,与 上 面 的 讨论 类 似 ,可 知 

(u,(l1 — g)0) = 0,， 
即 人 zc) 一 (xygc). 这 表明 , 当 o€C3 时 , 延 拓 后 的 定义 与 原 定义 
是 一 致 的 ， | 

下 面 给 出 保证 卷 积存 在 的 条 件 . 

条 件 5.1 设 u,v€E 2; ,满足 以 下 条 件 ; 令 4=supp ,B= 
suppv, 对 于 R" 中 每 个 紧 集 下 ,由 下 式 所 定义 的 集合 
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F=(AXB)N{(zr,y): r+y EF) (5. 24) 
都 是 RX R" 中 的 有 界 集 ， 
定理 $5.10 车 u,vE YCR"), 满 足 条 件 5.1, 则 wxw 存在 并 
且 属 于 2 (R)， 
证 明 对 于 96E 2,, 令 下 =suppg 按 假定 条 件 5. 1 成 立 , 便 知 
相应 的 天 有 界 , 亦 即 集合 
supplu Xv) 门 (zy): z+ y EF,) 


pr,y) = (ry), 
则 
suppy = {((x,y): T+y EF}. 
按照 引 理 5. 9 所 述 方 法 , 取 一 个 函数 g(x，,y) € 多 ,使 它 在 下 的 
一 个 邻 域 上 等 于 1, 对 于 gE 多 ,定义 泛 函 w 为 
(wp) = (u(r) X vy) ,P(r y)» 


a 
根据 引 理 5. 9 知 w 的 定义 与 g 的 选取 无 关 . w 显然 是 多 , 上 的 线 
性 泛 函 .下 面 证 明 w 连续， 

设 多, 中 一 列 元 素 2 收敛 于 零 , 必 存 在 一 个 紧 集 天 ,使 suppg 
CK. 由 (5. 24) 式 给 定 的 集合 RK 是 有 界 集 . 取 函 数 g(z,y)E G， 
使 它 在 KK 的 一 个 邻 域 上 等 于 1. 由 

lim% 二 0 (在 弥 , 中 )， 
便 推 知 
lim[ g(x,y)p (x 十 y)j] = 二 0 (在 多» 中 ). 
因为 直 积 uC《r)Xv(y) Ex, 所 以 按 (5.25) 式 可 得 知 

lim(w,g,) 一 lim u(x) X vly) gry)p (rt y)) = 0,， 

这 表明 wE 20. 因此 , 卷 积 双 一 xm 存在 并 且 属 于 2 | 
现在 给 出 满足 条 件 5. 1 的 一 些 例子 ， 

例 1 设 zzE 到 . 若 zwo 之 中 至 少 有 一 个 具有 紧 支 集 , 则 满 
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足 条 件 5.1. 从 而 卷 积 x x v 存在 . 
先 设 v 有 紧 文 集 , 必 有 常数 MM 使 

B= suppv C {y: |y| MM}. 

对 于 紧 集 下 也 有 AM 使 
FC{z: zl < M,). 
任 给 (zx,y) EF, 必 满足 条 件 : 
ly|M, |z+y|< Mi, 

从 而 推 知 |z| 委 MT 二 AM. 因 此 严 有 界 .参看 图 5. 2. 


图 5.2 图 5.3 

若 x 有 紧 支 集 , 其 证 明 类 似 ， 

例 2 设 n 二 1,u,v€E 如 1 .和 若 zx 与 的 支 集 在 同一 边 有 界 ( 即 ， 
它们 同时 有 上 界 ,或 同时 有 下 界 ), 则 满足 条 件 5. 1. 故 wu *w 存在， 

设 与 v 的 文集 同时 有 上 界 , 即 设 

suppu 一 4C {zx:zM}, suppv = BC {y: yy MM,). 
对 于 紧 集 忆 , 必 存在 M, 使 
FC{zrx;, |z| MM). 

任 给 (zx,y) EF 必须 满足 


MM, yM,, ~—M<zr++yM. 
由 此 推 知 
— (M+ M,) 达 zr MM, — (M+ Mi)< yy M,. 
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即 产 有 界 . 参看 图 5. 3. 

同时 有 下 界 的 情形 类 似 可 证 . 

例 3 设 n 宇 2,wu,vE V1. 若 集合 4 二 suppw 是 包含 在 锥 体 

(za Tl 之 0, XI 一 (X32 十 十 zs) 之 0} 
中 的 子 集 ,其 中 是 正 数 ,B= 二 suppv 是 半空 间 
{C91 3,): yi > 0} 

中 的 子 集 , 则 满足 条 件 5. 1, 故 xxzw 人 存在 . 

对 于 紧 集 FC{z: |z| 志 MM). 任 给 (x,y)EF, 必 有 

0 之 zi 二 |r 十 y| 三 MM， 

从 而 


又 因为 
R(zZ3 十 … 十 2) 二 Yi1， 
可 推 知 z;，,… ,Zz, 有 界 .而 由 zx 十 y 的 有 界 性 与 z 的 有 界 性 , 便 推 知 
y 的 有 界 性 .故居 有 界 . 
广义 函数 的 卷 积 具有 以 下 性 质 ， 
性 质 1 可 交换 性 . 若 u,v 满足 条 件 5.1, 则 xxz 与 xz 都 
存在 ,并且 


UXU=UXU, 
由 定理 5. 10 及 广义 函数 的 直 积 的 可 交换 性 . 可 得 到 此 性 质 . 
性 质 2 可 微 性 . 设 xz 满足 条 件 5.1, 则 对 于 多 重 指标 a 有 
Du xm) = (Du) xxv = wx (Dw). (5. 26) 


证 明 只 需 对 一 阶 偏 微 商 地 -证 明 (5. 26) 式 .对 于 9E 2 由 
定义 及 直 积 的 可 交换 性 ,有 
9 OP 
(3z (ue* 0),9) A D (ux we 
= (D(a) x v09), Bz + »)) 
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即 
9 9 
5 人 sn) 一 了 一 2，… 72 


再 由 性 质 1 可 得 (5. 26) 的 第 二 个 等 式 ， 1 
性 质 3 对 于 6 也 数 ,有 
Cxu=—=uxd=u, uuE€ (5. 27) 
证 明 因为 6 消 数 的 支 集 是 单 点 集 {0}, 显 然 是 紧 集 . 于 是 对 
任意 xE 2 ,6x*x 存 在 ,我 们 有 
(Oxu,p)= (Hr) Xx uly) ,pr y)) 
(u(y), (OC(r) ,p(T y))) 
= (u(y) ,PY PE D,, 


即 
Ox = 
根据 性 质 2, 进 一 步 可 得 
Du = Doxu. 1 (5, 27’) 
性 质 4 卷 积 的 支 集 . 设 u,v 满足 条 件 5.1, 则 
supp(u xv)CA+B, 
其 中 A 二 supp wu,B==suppv， 
A 二 B= {rx;:7= 6 二 YE€E A,n EB). 

证 明 不 难 验 证 点 集 E= A 十 B 是 闭 集 .我 们 只 需 证 明 对 于 
ED supp yp TCE, 则 (wx v9)=0, 

今 
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五 一 supbyp， Yr,y) = plz yy). 
由 (5, 21) 式 知 
‘Ux Up) = (uu X vg), 

并 且 

supp y= {((z,y): T+ y ER}. 
由 $5.6 中 性 质 6 知 supp(wXv) 二 AXB,， 

容易 验证 

AXBCI{(z,y): Ty EE), 

因为 Ff 站 E= 名 ,所 以 
supp (u X v) | suppy 
C {zy): r+ yE EN {CY r+ y EF)}=Y. 

从 而 

(UxvU p= (uu Xv,y)=0. 1 

性 质 5 连续 性 . 设 广义 函数 列 ziE 2 (j= 二 1,2,*…),u,vE 

才 , ,并 且 
lim w, 一 & (在 纪 中 )， 
(a) 设 v 有 紧 支 集 , 即 supp v= 二 K 是 紧 集 ，; 
(b) 设 存 在 紧 集 天 ,使 得 
suppu,C Ek, 
则 有 
lim (Cw, x ») 二 wxv (在 52 中 ). 

证 明 设 条 件 (a) 成 立 ,根据 定理 5. 10 知 卷 积 uxo 及 xo 

存在 . 按 广义 函数 的 收敛 定义 ,只 需 证 明 
lm 979) = (uv,p), PE DD,. 

记 4h, 二 suppww. (5. 24) 式 中 用 4, 取代 4 得 到 六 .用 例 1 的 方 
法 可 得 知 有 R” 中 的 有 界 集 尺 ,使 得 ,性 尺 , 用 定理 5. 10 的 做 法 ， 
取 一 个 函数 g(z,y)E so, 使 它 在 天 的 一 个 邻 域 上 等 于 1, 而 由 
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《5. 25) 式 知道 ,对 于 VE 乡 ,， 
(UX UD)= (uzT) X vy BT YI)D(Z 十 y)) 
= (u(r), (v(Y) BCT YP TT y))), (5.28) 
记 柄 数 
ICzZ) = (2(y) g(r, Pry)), rER'. 
用 定理 5. 8 的 方法 可 以 证 明 c(Cz)E 红 ,. 于 是 
lim upg) = (wu,0). 
应 用 (5. 28) 式 便 得 到 
limu, x v,， Pp) = (4,0) = (ux v, 9). 
设 条 件 (b) 成 立 , 类 似 可 证 . 1 
性 质 6 结合 律 . 设 wozwE 到. 如果 这 三 个 广义 函数 中 至 
少 有 两 个 具有 紧 文 集 , 那 么 
(Ux UYU) XW = ux (VX WwW). 
更 一 般 地 ,考虑 以 下 条 件 : 
条 件 5.2 设 xzpzE cc ， 今 
A=suppu, B= suppv, C= supp vw, 
对 于 R" 中 每 个 紧 集 已 ,由 下 式 
F=((r yz): rE A,yE BE Cri y+zErF) 
所 定义 的 集合 是 有 界 集 . 

一 般 的 结论 是 : 若 xowE 多 :满足 条 件 5.2, 则 由 关系 式 
(SS02) = (ur) X vy) XK wr) y+2)), PE D,, 
定义 了 一 个 广义 函数 SE 2 , 它 称 为 wz 的 着 积 ww xvxw, 并 

且 有 
S—=uxvxw = (xv w= ux (Vw), 
证 明 省 略 ， 
注 只 假定 xx (vx*w) 存 在 并 不 能 推 知 (x x v) x w 存在 以 
及 二 者 相等 ， 
作为 广义 图 数 的 卷 积 的 特殊 情形 ,可 以 考虑 广义 函数 与 基本 
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函数 的 卷 积 .我 们 有 以 下 定理 ， 
定理 $. 11 假设 下 述 条 件 之 一 成 立 : 
(1) oE CYR’) ,uu ED! R'); 
(ii) coEC” (RECB (R'), 
则 卷 积 xx c 是 一 个 C” 类 的 函数 及 ,其 定义 为 
hl(é€) = (u(r)o6 一 了 GE 到， (5. 29) 
证 明 设 条 件 (D 成 立 . 首先 可 以 证 明 由 (5. 29) 式 给 定 的 h(6) 
是 属于 C” 的 (其 证 明 方 法 参考 定理 5. 8). 
其 次 根据 卷 积 的 定义 ,对 于 PE 多 ,, 有 
(uxo,p)= (u(r), ICY) ,p(T y))) 


一 (uz) ,coop 的 y)dy) 
= (ux), [olé ~ z)9 (8)dé) 
攻 Je) ,一 x)p(E))dE 


至 JC)p edé, 


以 上 各 式 中 积分 区 域 均 为 R", 其 中 第 四 个 等 式 的 证 明 省 略 ( 利 用 
Riemann 和 来 通 近 积分 值 , 并 且 根 据 w 是 连续 线性 泛 函 ). 于 是 得 
到 
(uo)(€) = h(E) 一 (ttCZ) ,ol€ 一 rz)). (5,. 29’) 
情形 (让 的 证 明 省 略 ， 下 
由 (5. 29 ) 式 取 二 0, 可 得 
(ux 0)(0) = (u(r) ,oO— 2)). (5,. 30) 
记 函 数 o 的 反射 为 0,; 即 ox) 二 o( 一 zx). 显然 co 二 (6)”. 由 人 5. 30) 
便 得 
(u,0) = (wu % 0) (0). (5. 31) 
下 面 讨论 空间 多 以 及 多 中 的 恒 等 通 近 . 
定理 5.12 设 函 数 AE 红 , ,并 且 
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| .acedz 党 二 


令 jz) 一 ez/e):e>>0. 若 kxE292E 细 , 则 有 

GD lim gx h 一 9 (在 红 , 中 ); 

(ii) lim « * je 一 X( 在 2, 中) 

证 明 (Gi) 用 81.5 的 方法 可 证 , 当 e 一 0 时 ,px 六 的 支 集 包 
含 在 一 个 固定 的 紧 集中 ,而且 Px hs 一 致 收 钙 于 9， 同时 ,px h. 的 
各 阶 微 商 也 一 致 收敛 于 9 的 相应 阶 微 商 ， 


(ii) 由 (5. 31) 式 及 前 面 的 (D ,对 于 PE 弥 ,, 我 们 有 
lim (wu x he ;Pp) 一 lim((u x h. ) x 9) (0) — lim(u, (px he )Y) 
¢ >0 1 e 0 1 cj 一 0 


一 lim(u,px h. ) 一 (2 1 


推论 5.13 空间 多 在 2 中 稠密 . 
证 明 设 uwE 儿 !. 取 一 个 函数 hl(zx) 非 负 , 而 且 满 足 定 理 5.12 
中 的 条 件 , 令 
1 


&) 一 一 ， u)= uxh., 
J J 


又 取 一 列 函 数 g,EC™(R") ,使 得 

g(r+)=1, |z|< jy; 

g,(7)=0, |z| 守 27; 

Og(r)1, rER’, 
则 有 

lim(g,u,, 9) 一 lim lu,, B99) = (uP, PE WW,, 

其 中 第 二 个 等 式 请 读者 作为 练习 自行 验证 (例如 ,可 以 证 明 
limg,p*x h. =9 (在 纪 , 中 )). 由 定理 5.11 知 是 C” 类 的 函数 ,p， 
EC5, 故 guE 儿 ， | 


习 题 


1. 试 证 明 ;由 级 数 
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u(9) = > DD, ypE DR), 


7 一 1 


定义 了 一 个 广义 函数 veE 2 (R) , 它 是 无 穷 阶 的 . 

2. 函数 f(z) = az 在 (0, 十 co) 上 局 部 可 积 , 试 证 明 ,对 一 
pE (CR) ,由 公式 

(22 ) 9 = = lim 人 zig + mlzl yc)ar 


E> 二 0 一 co 


定义 了 一 个 广义 函数 ED' (R). 

3, 设 了 f(z) 二 及 (rx)cosz,g (7X) 一 吾 (z)sinzx, 其 中 右 (zx) 是 
Heaviside 也 数 . 试 证 明 ， 

f=—g, g 一 了 
4. 试 证 明 ; 在 2 (R) 中 ， 
(|z|)’ = sgnzx, (|zx|)” = 26. 

5. 设 y 是 一 个 紧 支 集 连续 函数 ，| ydz = 1. 试 证 明 :对 于 z 

ER, 


=| 


lim ly 


ce- 十 0 € | 


6. 设 


| = 0。 (在 CR) 中 ). 


加 2n°7? 
fr) ee x(l 十 7222 2 9 z 各 RE, 


斌 证明: 对 每 点 zER,limf,(zx) 二 0, 及 
limf, 二 6 (在 纺 (RR) 中 )， 
7, 设 在 R 上 定义 


0， | 了 | 字 e， 
ze e>0, 


se? |x| < e， 


验证 | ” 广 (z)dz = 1, 并 且 证 明 
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lim/f .0) 一 十 co， my ez) 二 0( 对 工交 0)， 
limf. =6 (在 多 (R) 中 ). 
EO 
8. 证 明 ， 
(1) ed=6; 
(2) xz0 一 一 人 
(3) (〈sinaz)8' 一 一 40. 
9. 我 们 定义 广义 函数 x(n 二 1,2,…) 如 下 ;对 于 yp EE 多 ， 
(x ,9) zm [p(x) 十 2 一 工 ) 一 ?90) 
站 2 一 2 
G0) 十 … 十 这 zz" (0) |jdr， 
(T2719) 上 本 po 一 9(— x) 一 ?| zy C(O) 


—1 
Wd dr A 条 2 
ER (0) |jdz， 


gC0) 二 
证 明 ; 亏 Cz-0 一 一 z2; 一 般 地 
: dz 7 
一 光一 十 


所 cz) 一 一 nz 


10. 证 明 Dirac 函数 6 的 支 集 只 含 原 点 ， 


supp$ 一 (0)， 
11. 设 Q2 是 RR 中 的 开 集 ,证 明 ;z 在 2 上 为 零 当 上 且 仅 当 
suppu C 0, 


其 中 2 是 2 的 补 集 ,w€ 22 (R"). 

12. 设 xES2 00) 具 有 紧 支 集 天 CO, 试 证 : w 可 以 唯一 地 延 
拓 成 具有 同样 支 集美 的 广义 函数 ZE 红 ( 民 )， 

13. 求 下 述 广义 函数 的 支 集 ; PE 多 (R)， 


a | zp Cdz 
0 
1 
(六 向; 项 兰 | ep dz 
0 
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1 2 
(3) (us9) -| e-Va-z2op(z)dz， 
一 主 


14. 设 hECoR'), | hdx =1,z6€ R" 
(1) 试 证 明 ，; 


(2) 令 hz) =—e "hl 三 | ,e>0. 若 w€ 21, 试 证明， 
limw x h, 二 ww (在 多 ;中 ), 


15. 设 6 是 2 函数 ,28 是 它 的 微 商 , 妃 是 Heaviside 函数 ， 
试 计 算 :(1x*8)x* 囊 和 1x(6x* 万 ), 并 验证 二 者 不 相等 ， 

16. 若 xE :52 , 试 证 明 ， 

Os *U 一 Td, 
其 中 
(Ts Up) = (u(x) ,p(T I, PE YY. 

17. 设 广义 函数 xz 与 函数 o 满足 下 述 条 件 之 一 : 

(1) uE DR') ,cECYR'); 

(ii) 2EG (RR),oEC™ (R'). 
令 

hlé) = (KGCz)，oGz + §)), 

试 证 明 : h(E€) EC™(R"). 
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第 六 章 ” 缓 增 广义 函数 及 其 Fourier 变换 


Fourier 变换 是 分 析 中 一 个 很 有 效 的 工具 ,因此 在 建立 广义 函 
数理 论 时 ,有 必要 引进 广义 函数 的 Fourier 变换 概念 ,容易 想到 ， 
定义 广义 函数 的 Fourier 变换 需要 借助 于 基本 函数 的 Fourier 变 
换 . 但 基本 函数 空间 多 中 的 函数 的 Fourier 变换 一 般 来 说 不 是 紧 
文集 的 ,因此 就 不 再 属于 多 ,它们 组 成 其 他 空间 . 为 了 使 用 方便 起 
见 , 这 里 不 讨论 空间 完 中 函数 的 Fourier 变换 组 成 的 空间 ,我 们 
介绍 一 个 比 狗 更 广 的 速 降 范 数 空间 多 ,Fourier 变换 是 把 2 上 映 
到 自身 的 一 对 一 的 连续 线性 映射 , 由 此 可 以 建立 缓 增 广义 函数 
《5 上 的 广义 函数 ?的 Fourier 变换 理论 ， 


S$6.1 速 降 函 数 及 其 Fourier 变换 


定义 6.1 若 JEC”(CR) ,并且 对 于 任意 非 负 整数 & 与 N 都 

有 
auPAL et |)D*IDf(r)| < ce， (6. 1) 

就 称 了 是 速 降 函 数 , 速 降 函 数 全 体 组 成 的 线性 空间 记 为 SC(R), 或 
简 记 为 2 

按 定义 可 知 , 知 JE 2 ,对 于 每 对 非 负 整数 & 与 NW, 都 有 常数 
C ,使 得 

IDf(z)| CU Ir) *, zxzER. 
由 此 可 见 f 以 及 它 的 各 阶 微 商 在 无 穷 远 处 趋 于 零 的 速度 比 |x| 的 
任意 次 负 用 都 快 ,也 就 是 说 ,它们 在 无 穷 远 处 急速 下 降 到 零 , 所 以 
称 f 为 速 降 函 数 . 
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显然 CY (CR) 中 的 函数 都 是 速 降 函数 ,又 可 以 验证 e-'”! 是 速 
降 函 数 . 易 见 有 以 下 的 包含 关系 
CeOR) CC HR) TC™R). 
为 了 定义 纪 中 的 收敛 性 , 先 在 2 中 定义 一 列 半 范 数 (实质 上 
是 范 数 )pn(9)D: 设 9p E59, 令 
pn(P) = ,Sup, sup (1 十 [zx|D* Dp zr)|, (6. 2) 
N= 二 0,1,2,, 显然 pn(DD 寺 pwri(9). 
定义 6.2 设 pE 儿 ,如 果 有 
lim pn(%) = 0， N= 0,1,2," 
成 立 ,就 称 另 在 2 中 收 敏 到 0, 记 为 
lim¢ = 0 (在 2 中 ). 
如 果 9 EF ,npET,¥fHlim(p P=0( 在 9 中 ) ,就 称 9 在 2 
中 收敛 到 2, 记 为 
lim ¢ 一 9 (在 2 中 )， 
{9} 称 为 中 的 基本 列 是 指 
hm(g 一 8) 一 0 (在 乡 中 ). 


7 一 > De 


命题 6.1 乡 中 的 基本 列 必 是 收敛 列 , 从 而 儿 ( 按 它 的 收敛 
性 ) 是 完备 的 . 

证 明 车 {g} 是 乡 中 的 基本 列 , 于 是 对 每 个 非 负 整数 入 ,有 
pw(CO 一 各) 一 0(1 ,mco), 从 而 可 知 对 每 个 非 负 整数 和, 取 NN 之 k， 
就 有 

sup [Dr’g (zx) — Dg, (7x)| < pn(g ~ $) — 0. 
由 此 推 知 {Dp (zx)} 有 极限 , 记 其 极限 为 gi (x)， 
gi(XT) = lim D’y (x), 


@ 对 一 个 国定 的 ,2 赋 以 pn (PD 可 成 一 个 赋 范 线性 空间 ,但 9 按照 这 个 范 数 
并 不 完备 . 
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并 且 {D*p (zx)}) 在 zxER 上 是 一 致 收敛 的 . 记 
92(Z) = golr). 
与 命题 5. 1 类 似 , 可 用 微 积 分 基本 定理 证 明 2 可 微 ,而 且 有 
Dy (x) = Dgo(z) = g1(72) = lim DoP (x), 
D'yp (x) = gi(r) = lim D*g, (zx). 
也 就 是 说 ,p (zx) 具有 任意 阶 微 商 . 
任意 取 定 非 负 整数 N, 对 任 给 e 汪 0, 存 在 no 二 no CN), 当 ) 宇 
nosm 之 no 时 ,有 
(] 十 jzlvDep(z) — D'g, Cz) | 
pnpO— Re, rERO0ZESN. 
令 mco, 便 得 
(+ |zlD*|D'g (2) 一 Dip(z)| 委 es，zER0 去 4 入 和 . 
从 而 , 当 ] 宇 no 时 
px(p— HDSEe. 
用 三 角 不 等 式 得 
pn (PD SZ pr(p) 十 pr(p— PH) 二 十 co， 
即 知 pg E59. 同 时 ,由 的 任意 性 便 知 
limpn(g —D=0, 
再 由 NN 的 任意 性 ,可 得 
ig 一 2? (在 儿 中 ). 1 
命题 6,2 设 QQ 是 多 项 式 ,g€ 儿 , 则 以 下 三 个 映射 ; 
Pr Wp, pgp, pm Dp 
是 纪 映 入 中 的 连续 线性 映射 . 
证 明 阁 8E ,用 Lebniz 公式 (5.10) 可 推 知 Qp E57. 设 
lm 2 一 0( 在 2 中) ,我们 有 
pw(QP ) 一 Sup, sup(1 十 |z|2)* |D* (Qo9) (zx) | 


一 sup sup CL ED | 了 >， Cam CD "Q) (D"g,) | 


O&KkE&N re 0mh 
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和 CZNH (CD )， 
其 中 /是 多 项 式 Q 的 最 高 次 寡 数 . 由 此 可 推 得 
lim Q9 二 0 (在 5 中)， 
这 表明 映射 p r> Qyp 是 连续 的 . 其 他 两 个 映射 类 似 可 证 1 
车 v4 EZ, 它 显然 属于 上 L(R) ,9 的 Fourier 变换 是 
两 站 三 | pz?e-eedz 


有 时 也 用 算 子 多 来 表示 Fourier 变换 ; Fg 二 9% 关于 Fourier 变 
换 的 基本 性 质 见 $3.1. 根据 定理 3.5 可 知 ; 若 pES2, 有 
(DP CG) = (2rit) (2), (6. 3) 
(DP) 0) = ((— 2riz)tp (xr)) (0), (6. 4) 
其 中 是 正 整数 . 
定理 6.3 Fourier 变换 多 gp 是 乡 上 映 入 中 的 连续 线性 映 
射 , 它 是 一 对 一 的 满 映射 .多 的 道 映射 也 连续 ,并 且 有 下 式 成 立 : 
Hp—= pp, PE 
证 明 设 pgE€E 儿 , 取 NN 适当 大 使 得 
dz 
| So 
(在 一 维 情形 ,这 里 取 N 一 1 便 可 ), 我 们 有 
lp 1< | lpCz)ldz 


dz 
< pup | |, tr fp 


由 (6.1) 及 (6.4) 可 知 乡 无 限 次 可 微 . 只 要 再 验证 对 多 有 (6. 1) 式 成 
立 , 便 可 知 2 为 速 降 函数 . 对 非 负 整数 &,m, 令 8 一 ( 一 2riz) 9, 根 
据 命题 6. 2 便 知 gE ,而 且 | 1 一 访 D? 区 由 (6.4) 及 (6. 3) 
式 可 推 得 以 下 等 式 ， 


= Cnpn(). (6. 5) 


D’$ = &, 
A 
(1 十 ldDigG) 一 (1 十 1)80) = [性 ged) (2), 
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m A 
(1 + [| "Dip() = be 本 zn a (2). 


4 
于 是 由 (6. 5) 式 可 推 知 对 于 有 (6. 1) 式 成 立 ， 
mn A 
sup(1l 十 |2|2)”ID’'YC)| 一 sup [1 < 5D? s] (1) 
iER 1ER 4 区 


< 和 Cxwpnxl 11 一 aD"| z 妇 Cypwra(( 一 2rz) 0) 
二 CNPN+2mti(®) 过 十 CO 。 (6, 6) 


因此 E59. 现 设 him 多 一 0( 在 2 中 ), 由 (6. 6) 可 得 
pn(P)= sup sup(1 十 12|?)”|D*S (2) | 
过 CNPN4 amtm(®) 9 

于 是 由 lm pn(9) 二 0Cm 一 0,1,2,…) 推 知 lim pn(B)=0(m=0,1, 
2,…), 即 有 lim 多 二 0( 在 多 中 ). 这 就 证 明了 多 是 这 上映 人 中 
的 连续 线性 上 映射， 

对 于 gE 到, 由 前 面 的 证 明知 ZE 2 ,根据 定理 3. 13 便 知 反 演 
公式 


pT) 三 六 pe di 


对 一 切 zER 成 立 , 如 果 f€E59,f =0, 则 由 反 演 公 式 推 知 f=0. 
这 表明 映射 多 是 一 对 一 的 . 又 由 反 演 公式 得 知 
(FIP) (7r) = 9(— 7), 

从 而 有 (8 罗 4p) (rx) 二 g(x). 由 此 可 推 知 多 是 乡 映 人 多 的 满 映 
射 , 并 且 多 的 道 映 射 多 -1!=. 多 ,于 是 由 多 连续 便 推 知 多 一 连 
续 . | 

定理 6.4 若 f,g€, 则 有 

(1) fxgES, 

GD (fe) =f x8. 

证 明 (i) 设 f,gE9, 则 ,8E9, 由 命题 6.2 知 f，&€ 
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<5“ ,由 (3. 10) 式 及 定理 6. 3 知 
Jxg 一 多 -1 6) E 2 
(ii) 用 了 与 & 代 蔡 (3.10) 中 的 与 g, 得 到 
Ff x8)= Ff Fg= (fg8)(— 7) = Ffg). 
对 上 式 两 边 作 用 算 子 多 , 即 可 得 到 结论 ， 1 


$6.2 缓 增 广义 函数 


定义 6.3 定义 在 (R) 上 的 连续 线性 泛 函 称 为 CR) 上 的 
广义 函数 ,又 称 为 缓 增 广义 函数 (tempered distribution). 全 体 组 
增 广义 函数 组 成 的 空间 记 为 2 (R) ,或 简 记 为 7， 

多 与 9 只 看 作 消 数 集合 显然 有 包含 关系 2C2. 可 以 证 明 
按照 空间 的 收敛 性 ,它们 也 有 如 下 关系 : 

命题 6.5 Gi) 乡 中 的 收敛 列 必 是 2 中 的 收 伍 列 ; 

(ii) 2 玫 在 222 中 稠密 ， 

证 明 4) 设 hmg 一 0( 在 多 中 ), 则 必 存 在 紧 集 ,使 
supp (9)CK ,注意 到 (1 十 |zl2” 在 紧 集 KK 上 是 有 界 的 . 由 此 得 到 

pu(p)= sup sup(l 十 | 工 | “|Dx9(z)| 


0 委 上 SN rE 
a 
由 多 在 乡 中 收敛 于 0 便 知 当 J 一 co 时 ,上 式 右 端 趋向 于 0(N==0， 
1,2,…). 由 此 便 知 
lim 多 一 0 〈 在 2 中) 
(ii) 对 任 给 PE ,要 寻找 多 中 的 函数 通 近 它 ,为 此 ,根据 推 
论 1. 15 选取 一 个 函数 VE 多 ,使 得 
Oyr) 1, rER, 
yzx) =1, |z| 委 1. 
对 以 上 给 定 的 9 E, 作 函数 
fx) = prflrr), rER,r>d0, 
198 


易 知 f,€ 儿 . 下 面 证 明 limJf,=9 (在 久 中 ). 我 们 有 
(pC— f(x) = pr — yrz)]. 


由 的 取 法 可 知 : 当 |z|<< 二 时 ,Crz) 一 1. 从 而 在 |z|<< 二 中 ,有 
D”*[1— yrz)]=0 (m= 0,1,2,.). 
又 对 于 任意 非 负 整数 <N, 有 
(+ lzxl) ID'p Cx) | et [zl) pyn(, 
于 是 , 设 r 二 1， 
sup sup(l+ zl ID (9—f,) (7)| 


0 委 &N > 


= Sup sup (1 二 +|z|2)*|ID{g Cr)[1—y rx) |]}| 


OSLEN lzl> 工 


过 ,sup, sup eh )> Dem | Dp zx) "|D" [1— yrz)]| 


Na | 之 1 


<< sup ER (1 十 |zx|2)- tpwii(P| 1 十 Ze ID"ycz) | | 


0Ske&N |, [3 
SCripani (0 sup, sap 1DWD), 
当 ”~0 时 ,上 式 右 端 趋向 于 0, 即 有 
limpw(y 一 轧 ) 一 0 (N = 0,1,2,.). 
因此 
lim/, 二 9p (在 乡 中 ). 1 

定理 6.6 缓 增 广义 函数 在 乡 上 的 限制 是 匹 上 的 广义 郴 
数 . 两 个 不 同 的 缓 增 广义 函数 在 乡 上 的 限制 是 多 上 两 个 不 同 的 
广义 函数 . 如 果 把 缓 增 广义 函数 与 它 在 乡 上 的 限制 看 作 同 一 
元 , 则 2 等 同 于 引 的 一 个 子 空间 , 即 有 CD. 

证 明 设 xE25”, 它 在 多 上 的 限制 是 多 上 的 线性 沁 函 , 设 
hm 9 一 0( 在 多 中 ) ,根据 命题 6. 5 可 知 lm 0 一 0( 在 22 中 ) ,因此 
有 

lim zw (2p) 一 0. 
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这 表明 w 在 绣 上 连续 , 即 x 在 有 到 上 的 限制 是 殉 上 的 广义 函数 . 
因为 允 在 2 上 稠密 ,所 以 2 中 两 个 不 同 的 广义 函数 在 哎 上 的 
限制 不 能 是 用 上 相同 的 广义 函数 ， | 

以 上 讨论 表明 : 缓 增 广义 函数 实际 上 是 多 上 这 样 的 广义 函 
数 , 它 能 连续 地 延 拓 到 2 上 去 ,但 并 不 是 每 个 于 上 的 广义 函数 
都 能 连续 延 拓 到 2 上 去 的 . 例如 函数 f(x) = 二 e” 局 部 可 积 , 它 按 
(5, 1) 式 确定 到 上 一 个 广义 函数 ,这 个 广义 函数 不 能 延 拓 成 为 2 
上 的 连续 线性 泛 函 (请 读者 自行 验证 ). 

与 纺 类 似 , 可 以 在 7 中 定义 收敛 性 如 下 : 

定义 6.4 设 u,u,E 5 , 背 对 每 个 gE9, 有 

lim u,(9) 一 ul¥) 
成 立 ,就 称 缓 增 广义 函数 列 (ta } 收敛 到 zx, 记 为 
lim wu, 二 (在 5” 中 )， 

可 以 证 明 7 在 这 样 定义 的 收敛 意义 下 是 完备 的 . 证明 省 略 . 

例 1 9 函数 是 缓 增 广义 函数 . 

对 于 9p E96(9) 一 9(0) 显 然 是 儿 上 的 线性 泛 函 .车 lim 匈 一 
0( 在 乡 中 ), 因 有 

lI6(9)| = |g0)| pg) 一 0 (7 一 co)， 

即 lim 6(9) 一 0, 因 此 6 连续 , 故 6€97， 

定理 6.7 设 x 是 2 上 的 线性 泛 函 , 则 * 在 上 连续 的 充 
分 必要 条 件 是 存在 一 个 常数 C 与 一 个 非 负 整数 入 ,使 得 

lal | Cpw(WD, PES,. (6.7) 

证 明 充分 性 显然 . 现在 用 反 证 法 证 明 必 要 性 , 设 连续 ,但 
不 存在 C 与 N 使 (6.7) 式 成 立 .那么 ,对 任意 m2,; 必 有 ynE 呈 ,使 
得 

ul(pn) > mpn fn). 

令 名 二 Gn/ up) |. 易 见 E59 ,并且 


PR Na 二 
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任 给 As ,由 pi(9) 的 上 升 性 质 可 知 
PrP) 委 pn (Pn) ~ 二 
因此 对 任意 固定 的 ,lim pr(9,) 二 0, 即 得 limg, 二 0( 在 中 ) 册 
limu(g,) = 0. 
得 


lu (ga)| = lul(gn) |/ uyn)| = 1, 
两 式 矛 盾 , 从 而 必 有 C 与 入 使 (6.7) 式 成 立 ， 四 
例 2 设 4 是 R 上 的 正 Borel 测度 ,如 果 对 于 某 个 非 负 整数 
,有 


|a + lzld-dp < 0, 
则 由 下 式 
“WD = | pd pES 
确定 一 个 缓 增 广义 函数 .我们 只 需 证 明 x 的 连续 性 ， 者 lim 多 一 0 
(在 芭 中 ), 则 
[xz (9) | 一 ha + |z|’p Cz) (+ |z| 2) dy 


<(| tlzl did) pp) >0 G>o0). 


故 xE SP 
例 3 设 f 是 R 上 的 可 测 函 数 .如果 存 在 某 个 2(1 委 2<co)， 
以 及 某 个 非 负 整数 NN, 使 得 


| at+ [x|:) NfCr) Ndr =C < 天 co， (6. 8) 
则 由 下 式 
wu 内 = | Face)dz， 2 C6. 9) 
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确定 一 个 缓 增 广义 函数 . 我 们 用 定理 6. 7 验证 x 的 连续 性 . 设 p> 
1, 由 Halder 不 等 式 及 (6. 8) 式 得 知 对 一 切 pg 和， 


lu(9) | 一 ha 十 jzl2 ”PCz)，(1 十 15-97coadz| 
1/ 
<cw*{| la 浊 [zl ) "gCz) edz , 
1/4 
<cu{| G+ lzl) dr) on， 


其 中 g 是 p 的 共 印 指 标 , 志 十 二 一 1; 设 bp 一 1, 有 
up| < [at lzl) No) ldz) pu < Cpr(p). 


由 定理 6. 7 便 知 uE€ 2 . 
特别 , 若 了 EL?CR)(1 志 p 志 oo0), 有 N= 二 0 使 (6. 8) 式 成 立 , 所 
以 f 按 (6.9) 式 确定 一 个 缓 增 广义 函数 ; 任 一 个 多 项 式 显 然 能 取 
到 NN 使 (6.8) 式 成 立 , 所 以 多 项 式 也 可 确定 一 个 缓 增 广义 函数 ;车 
可 测 函 数 f 能 被 某 个 多 项 式 所 控制 : 
|if(x)| CU 二 |xz|Y)”, x ER, 
则 也 确定 一 个 缓 增 广义 函数 . 
例 4 设 fEC™(R), 并 且 对 于 每 个 非 负 整数 ,存在 常数 C， 
以 及 非 负 整数 Ni, 使 得 
ID'f(z)| CU Iz|D)™m, rER, 
就 称 f 是 (在 无 穷 远 处 ) 慢 增 的 C~“ 函 数 . 这 样 的 函数 全 体 组 成 的 空 
间 记 为 2xw(R). 由 例 3 可 知 ,每 个 JE Du (R) 确 定 一 个 缓 增 广义 
函数 
可 以 验证 ; 若 fE 2v (CR) ,映射 
pr fy 
是 由 多 上 映 人 2 弥 中 的 连续 线性 映射 . 因此 可 以 定义 多 mn(R) 中 函数 
了 与 缓 增 广义 函数 <E .57 的 乘法 如 下 ， 
CaO2) 一 zfDD，92DE SR). 
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这 样 定义 的 fx€ 7 (请 读者 自行 验证 )， 
例 S 设 f(x)== (cose”)' 二 一 e'sine”, 了 不 是 慢 增 函数 ,但 它 
可 以 定义 一 个 5 上 的 广义 函数 ， 
(f 9) =— | Ceose dp codz， PE SA (6. 10) 
它 显然 是 乡 上 的 线性 泛 函 ,因为 有 
p< ew la < (| Tes)pD, ?eg. 


由 定理 6.7 可 知 它 是 连续 的 , 亦 即 由 (6. 10) 式 定义 的 JE < 二 ， 

例 6 我 们 记 Dirac 6 函数 为 

6(9) = (36(Cz),p(z)) 一 2(0)， 
并 且 对 于 XoER, 
0, (9) = (H(z — Xo) pT)) = (ro). 
今 
u(x) 一 Sy 一 7)， 

不 难 证 明 w 是 缓 增 广义 函数 ， 因为 有 

p= [Dom|< (Daj, ?er 

函数 e ”EC” CR), 但 e u(x) 不 是 缓 增 广义 函数 . 这 是 因为 ， 
取 p(z) 一 er ESe， 

(era(z)yp(z)) 一 (zz)erp(z)) 一 1 十 1 十 …… 十 1 十 ……， 

这 个 级 数 不 收 合 , 不 能 给 出 这 个 汉 函 的 值 . 可 见 不 能 一 般 地 定义 
C” 函数 与 缓 增 广义 函数 的 乘法 . 


如 果 看 作 zxE 2 , 却 可 以 推 知 erulx)E BD', 因 为 任 给 gE 多， 
9g 有 紧 支 集 ， 


(er u(r) ,G7)) = Se” ym), 
28 一】 


上 式 右 端 只 含有 有 限 多 个 非 零 项 ,用 定理 5. 2 可 以 证 明 e* w(z) 是 
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连续 的 ， 
§ 6.3 缓 增 广义 函数 的 Fourier 变换 


若 fEZ(R) ,根据 定理 3. 3 得 知 有 乘法 公式 
by ss | /9 a 


对 一 切 gE 成立. 类似 地 ,车 EL?(R), 由 Plancherel 定理 可 知 
上 式 也 对 一 切 PE2 成 立 ( 见 (3. 45) 式 ). 由 这 个 等 式 可 以 引导 出 
缓 增 广义 函数 Fourier 变换 的 定义 ， 
定义 6.5 设 xE2527 ,定义 的 Fourier 变换 立 为 
Up) 一 2 人， PPE, 
由 定理 6.3 知 rr》 是 纪 上 映 人 2 中 的 连续 线性 映射 . 按 假 
定 zES5, 即 zx 在 52 上 连续 .由 此 推 知 志 在 2 上 连续 , 即 立 E 
SA ， 
车 AEZ(R) , 按 定义 6.5 以 及 (6.9) 式 ,由 了 所 确定 的 缓 增 广 
义 函 数 wy 的 Fourier 变换 六 与 作为 工 函数 的 Fourier 变换 /也 所 
确定 的 缓 增 广 义 函 数 uy 是 相同 的 : 
oD =uD=| pdr= | fpdr=u(D, V9ET, 
即 
i (6. 11) 
若 EL(R) ,同样 有 (6. 11) 式 . 
由 乡 中 函数 的 Fourier 变换 的 优美 性 质 ( 见 定理 6. 3) 可 以 推 
知 缓 增 广 义 函 数 也 有 类 似 的 性 质 ， 
定义 6.6 若 xE2 ,wu 的 反射 立定 义 为 
UD = uD, PPE, 
其 中 函数 2 的 反射 (函数 )z 为 
U(X) = 9(— Xx). 
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定理 6.8 Founier 变换 多 u 一 是 放映 人 7 的 连续 线性 映 
射 , 它 是 一 对 一 的 满 映射 ,并 且 
HU=H, UE ES (6. 12) 
FM=m~u, UE HV, 《6. 13) 
多 的 道上 映射 也 连续 . 
证 明 设 9 中 元 列 (w} 收 合 到 w€ 5 ， 即 lm w,(9) 二 uw(9)， 
Yo ES, 则 
lim 7 u, (9) 2 9) =u = uP, VPEY, 
即 hm 二 二. 因此 多 是 放映 人 的 连续 线性 映射. 
下 面 证 明 (6. 12) 式 , 它 实质 上 是 函数 的 Fourier 变换 的 反 演 
公式 的 推广 , 由 定理 6. 3 可 知 对 于 gp EY, 有 
Fp=9, 多 4 一 多 
从 而 对 一 切  E 了 ， 
(FI) PD) = ulFig) = u(y) = ul). 
这 就 是 (6. 12) 式 . 类 似 可 证 (6. 13) 式 . 由 (6. 13) 式 易 知 多 7! 一 
1, 由 多 连续 推 知 .多 连续 .1 
为 了 定义 广义 函数 的 平移 , 先 看 函数 9 的 平移 是 
(TP XX) = pr CO— h). 
再 看 到 若 了 可 积 , 有 
《zj 9 一 | re 一 如 )P(z)dz = | rmwcz 十 hh)dz 
= (f,r_1p). 
定义 6.7 若 uE€599 ,对 于 hER,u 的 平移 zu 定义 为 
TAUPO) = ur pp) PE SY, 
定理 6.9 设 xwE57', 则 有 


(Da) = (2 ) 位， (6. 14) 
Di = ((— 2riz)*z)A， (6. 15) 
(TM) = e i, (6. 16) 


Ti 太 一 《e2mhzt )A， (6. 17) 
其 中 为 非 负 整数 ,hE RR. 
证 明 根据 对 于 函数 pgpE€ 5 有 类 似 等 式 以 及 用 有 关 定 义 便 
可 推出 ,例如 证 明 (6. 14) 式 : 根据 定义 及 (6.4) 式 ,对 pgES22 有 
(Diu) ‘(Pp)= (Diu) (六 = (一 1)u(D:®) 
一 (一 1) 知 ((( 一 2rit)*g)) 
= (— 1)*((— 2rxlt)tp) 
= ((2xit)’a) (9). 
又 如 证 明 (6. 16) 式 : 根据 定义 及 定理 3.1(v), 对 gE 有 
(TA) P= (ru) (PD) = ur) = ul(e hg)!) 
= Ue gp) = (e "Hn) (9). 
其 余 两 式 请 读者 自行 证 明 . | 
又 由 (6. 14) 与 (6. 15) 式 可 以 推 知 , 对 于 多 项 式 P(x), 有 
(P(D)z) = P (2rit)i, (6. 18) 
POD)# = (PC(— 2miz)x)A， (6. 19) 


§ 6.4 Fourier 变换 的 例子 


上 节 已 经 给 出 缓 增 广义 函数 的 Fourier 变换 的 定义 , 至 于 怎 
样 求 出 具体 的 缓 增 广义 函数 的 Fourier 变换 ,下 面 将 介绍 一 些 例 
子 . 

为 简便 起 见 ,今后 把 由 函数 f 所 确定 的 广义 函数 仍 记 作 了 . 

例 1 1 一 0， G 一 1， 

这 里 1 表示 函数 值 恒 为 1 的 函数 所 确定 的 广义 函数 , 即 

1(9) = (1,9) = | codz， 9 E 5. 
由 定义 及 对 于 gE 的 反 演 公式 ( 当 z=0 时 ) 可 以 得 到 

(1,p = 1,9 = | pdr=9(0) = (0,9), PE SA . 
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同样 由 Fourier 变换 定义 可 得 
(6,9) = (6,9) = 9(0) = | ecodz = (9, EY. 
例 2 设 P(z) 是 多 项 式 ,根据 (6.14),(6.15) 以 及 例 1, 可 得 


(2 ) = i 2riz)。1)^ 
| ‘so Lip) 
= i De = [去 D| 6. 


(D6) = (2m1)*6 = (2rit)’, 
(Pz)) = P|D), 
(P(D)O)'= P(2n). 
例 3 着 aER, 我 们 有 
(T0909) = (0x — a),9(7)) = pa) = (6,(7) ,9 (7)). 
由 (6. 16),(6.17) 以 及 例 1 可 得 到 
(8) = (rn) 一 ee 
(em ) hr = rd =, 


A 
(sinaxr) 一 En 一 | == pr 一 人 <。 ) 


十 引 


1 


= 广 [s[:+ 基 ] 一 8[: 一 天 


类 似 地 ,可 求 得 


Rs wd a 
(covar) = S68 + 6 2) = 2 [5++ 矢 


a 


:一 于 


| 


例 S [ 主 | 人 sgnt, 
其 中 sngt 是 4 的 符号 函数 ,二 是 由 (5.2) 式 给 定 的 广义 函数 
我 们 记 f= 二 .由 (5.2) 式 ,对 p€ 9， 
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(fp) = f(9 = lim {| ?dx of | ?64x). 


心 


1 
fet = We el 
0， ”其 他 . 
由 f(9) 的 定义 式 (5.2) 容 易 得 知 
lim for = ff (在 久 中 ). 


于 是 根据 定理 6. 3 推 知 
lim fea =f (在 SA 中 ). 

我 们 先 求 出 f.,r(z) 的 Fourier 变换 及 其 极限 : 

— 2mzl [ @ 2m 


f .rt)= | dx 
E 人 


本 2 |. nang, 二 20 |- sinzt | ~ 


ne TX 


dz 


一 站 TX 


sinzt 


(一 2 | 于 sinztdy 一 sgnt 
( 当 e 一 十 0,R 一 十 co). 

又 因为 大 eC) 一 (一 21) |， 92dy 关于 eR, 一 致 有 界 , 于 是 根 

据 控制 收敛 定理 可 知 


(f, P= lim (fors?) = bm | font) pd 
é> 十 0 E-> 十 0OJ 本 
Rr oo R-r20 
= | (— nisgnt)pG)dt, YPES, 
R 


于 是 f= —xisgnt, 


例 6 (arc uanz)^ 一 一 于 | 于 一 | 
令 f(x) 二 arc tanx, 它 是 有 界 函 数 ,因此 FE 2 . 我 们 有 
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y 加 1 
YE Ti 
因为 已 知 (e "1)^= 开启 ,所 以 由 反 演 公式 可 推 和 


| ] | A = ne 


1 二 x 
根据 (6. 14), Cf) 和 二 2xitf | 
a 
人 和 if ) 2 


TE 


方法 来 定义 它 所 对 应 的 主 值 意义 的 广义 函数 | 一 |. 又 注意 到 
对 任意 常数 C, 都 有 (J 十 C) 一 [二 ,所 以 一 般 来 说 ,应 得 到 


1 已 一 2 有 | 


N22 
(f 十 C) 一 人 


一 2 


1 


从 而 = 一 


e 


| C6. 
t 


为 了 确定 常数 C, 取 g(z) 一 e " ,8(t)= V ne ™,g 与 £ 都 属于 
S52. 因为 arctanz 是 奇 国 数 ， 
(三 ,g》 = (f,&) = | ar tanz) V re "dr= 0. 


但 
Fe)=((— 3) ce),a) 
一 上 lm| 本 
因此 由 两 式 相等 推 知 C 一 0, 即 得 
Pa 
例 7 [证 | = 一 2 上 +In2rlzl), 其 中 7 是 如 下 的 Euler 党 


209 


1 1 一 cosy | 2 
y= les dy ey 
0 y > 1 2 a 


< 


广义 函数 [定义 为 
1 Vf 9Gz) 一 2(0) p(x) G 
(F219 |: ba dz+| [zl J 


按 定义 ,对 一 切 2E 2 ， 
] 1 人 
CD — pz) 一 多 (0) 1 +| Az) 1 


|z| lzl>l [x1 


下 | | P (1) (em 一 1)dtjdz 


pe 1z| (| pe ”djdz 
了 ?| | A 2 | P(t) TLE didz 
oJ Tx 1JR 这 
_ ?| 2 (| Ce 一 a 外 sg jd 
1 
2 COSY 一 1 3 COSY 
2 w{| | | = ja 
了 y yt 2rlt] 光 ye 


2x|t| = 
=2| ,ew (| ce 一 ldy 十 | coOsy ly 
1 


> 
coOsy 2"ltl cosy 
se 
| > - > " 


1 


_ 1 ] 一 cosy ™ cosy 本 lal dy 
2] 9 | [| > yy | y dy | | y je 
= | pW{(— 2) [7 + ln2r|til]}dz， 

] A 
即 得 pe 一 一 2L7 二 lIn2x|z|]. 


由 上 式 两 边 取 Fourier 变换 ,可 得 
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Vv 
dn2r|i|) "=— | y= 引 志 = 76, 


Iz| |z| 
$6.5 缓 增 广义 函数 的 卷 积 


根据 前 面 的 讨论 得 知 ,三 个 基本 函数 空间 有 以 下 关系 : 多 C 
CB, 而 与 它们 相应 的 广义 函数 空间 的 关系 却 是 
DO IOEC. 
于 是 缓 增 广义 函数 的 卷 积 定义 可 以 沿用 定义 5.9, 并 且 也 可 以 类 
似 地 讨论 卷 积 的 存在 性 . 
关于 缓 增 广义 函数 与 紧 支 集 广义 函数 的 卷 积 ,我 们 有 以 下 结 
论 . 
定理 6.10 邦 wE€E G(R),vE@ (R)， 则 xxvES (PR)， 
证 明 任 给 26E 7, 由 命题 6.5 可 知 存在 元 列 {9,} ,gE 多 ,使 
得 
lim $ 一 pg (在 52” 中 )， 
根据 § 5.7 的 讨论 可 知 下 式 
(ux vp) = (uz), (vy) OZ y))) 
是 有 意义 的 . 
下 面 只 需 证 明 ; 着 pE€， 
hmg 一 9 (在 乡 中 )， 
则 有 
hr Co ype 十 3)) = 二 (wv(y),p(zX 十 y)); (在 22 中 )， 
(6. 20) 
令 由 二 9 一 9, 便 化 为 由 
lim y, 二 0 (在 2 中 ) 
去 推 证 
Ln en Oa 十 y)) 二 0 (在 25 中 )， 
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记 
BECZ) = (vy) ,p(x t+ y)), 
用 8 5.6 中 类 似 的 方法 可 以 证 明 函 数 g,EC”(R") ,并且 对 于 多 重 
指标 8, 有 
Dig,(x) = (aa(y) ,Dy (z + y)). 
因 wE 人 ,由 定理 5.4 得 知 ,存在 C 与 N, 使 得 对 一 切 feE@, 有 下 
式 成 立 : 
[I(w,/)|Cqn(f)=C hu ID*f(y)|. 


于 是 ,对 任意 多 重 指标 6， 
|Dfg,(z)|= |(v(y), Dey, (Cz + y))| 
<C sup 二 1D?D4W Cz 十 y) |， 


lalSNy 
由 此 推 知 
plg,)= sup aptl 十 |zx|2)"|Deg, (Cx)| 
<C sup sup (1 二 |z|?)"|DsDiy, (z+ »)| 


lal SN, 1BISr re pr, ,IEKN 


<C su sup (1 二 + |§— yl) IDe 人 CE) | 


laleN, fo<， EW'yE KN 
Cnrpntr ty) > 0, > oo0, r= 0,1,2,., 
其 中 最 后 一 个 不 等 式 的 成 立 用 到 了 以 下 不 等 式 
1+ le— yl1+ 20¢|: + |y|) 
S21 |yID(L 4 11); (6. 21) 
前 数 Cn,, 与 N 及 rr 有 关 . 即 得 
lim &, 二 0 (在 综 中 )， 
从 而 (6. 20) 成 立 . 
由 以 上 类 似 的 论证 可 推 知 
(‘Vv(y) ,p(T y= gr) E SA 
根据 (6. 20) 式 以 及 xE 22 , 便 得 到 
lim (u(x), (vy), p(x 二 7))) = (u(r), (vly) ,9 (zr y))). 
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按照 定义 5. 9 与 定义 5.8 以 及 前 面 的 讨论 可 知 w xv 有 意义 ,并 且 . 
对 一 切 p9 E99， 
(ux vp = (ur) VC) ,PTT y))). 
显然 xxv 是 9 上 的 线性 泛 函 ,由 (6.20) 式 以 及 wuE€ 5 , 便 
得 知 w xv 的 连续 性 .于 是 ,xxvES | 
关于 缓 增 广义 函数 与 速 降 函 数 的 卷 积 ,有 以 下 定理 . 
定理 6.11 设 wE€E (RD), 了 ECR'), 则 wx EC™(R"), 对 
每 个 多 重 指标 a, 有 等 式 
D'C(ux f) = (Dw) xf = ux (Df) (6. 22) 
成 立 , 并 且 存 在 常数 C 与 正 整 数 N ,使 得 
[C(xf)(zxz)| CU |z|D)*, rER, (6.23) 
亦 即 ux 了 是 慢 增 的 C” 也 数 . 
证 明 没 wE9.f 了 EG, 对 于 9p9E%, 令 


87)= (f(y) ,P(r yy)) = | Areoppcz 十 y)dy 


= | AGE 一 zyg(6d6 一 (> 几 (7)， 


根据 定理 6.4 知 gE22” ,并且 有 
8 一 (CD) GD 920) 一 六 (一口 .9(0. 
由 命题 6. 2 与 定理 6. 3 推 知 , Pr 号 是 连续 线性 映射 . 再 根据 定理 
6. 3 便 得 知 p>g 是 乡 映 入 中 的 连续 线性 映射 . 
对 于 p ES 
(ux f,9) = (u(r), (f(y) ,9 (z+ y))), (6, 24) 
由 前 面 的 讨论 可 知 此 式 右 端 有 意义 ,而 且 因 为 w€ 9 , 推 知 由 此 
式 定 义 的 ux JE， 
我 们 用 与 定理 5. 11 类 似 的 方法 可 以 证 明 
(ux f)(E€) = h(E) = (ulr), flE 一 工 ))， (6. 25) 
再 由 (6. 24) 式 不 难 推 得 


全 es 站 明 - 一 人 sy 让 


=— (xz ,(FGoD) ,3 prt)) =— (u(r), gz)) 


= (二 ,8 (0)) 一 (E34 x f,9)， PE SY, 


这 就 得 到 (6. 22) 的 第 一 个 等 式 . (6. 22) 的 第 二 个 等 式 类 似 可 证 . 从 
而 知 xx 了 EC™. 
因 xE 2”, 根 据 定 理 6.7 知 存在 常数 C 与 N ,使 得 
[up | CPW, PES,. 
所 以 ,由 上 式 及 (6. 21) 式 ,得 到 
[ux (CE)| = |(u(r), fFE — zx))| 
<C 让 十 |x|2D*ID*f(E 一 工 )| 


一 Csup sup(l + |£€— y|2D*|DfCy) | 
lel<M seg 


C2 py), é ER 
由 此 得 到 (6. 23) 式 , 即 知 x 了 是 慢 增 的 C” 函 数 . 1 
定理 6.12 设 wE59,fE, 则 
(ux = fi, (6. 26) 
ixf = (fw '. (6. 27) 
证 明 根据 定义 可 得 
(ux fp =ux fp) =ur), (fy Bry PESA 
而 


ee | roopcz dy 
= | fC — 2)9(8)dé = (f #Wz) 


= (f .D(z), (6. 28) 
(6. 28) 中 最 后 的 等 式 是 根据 定理 6.4 以 及 等 式 了 = 二 (f )^, 于 是 
我 们 有 
((u x 六，9) -= (ulf* 的 A 人 ) 一 (if 9) 
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一 (广阔 ，9E 2 
即 得 (6. 26) 式 , (6. 27) 式 可 由 (6. 26) 式 导出 ， 1 
例 1 设 xE2 , 则 有 
0 xu 一 TU， 
证 明 对 于 ?6E2 纪 ,根据 定理 6. 10 得 
(Ox up) = uly), (0 (rT) Pz YY 
‘u(y), PC2 十 y)» 
= (ur p= (rmu9p). | 
例 2 设 pE22, 万 是 Heaviside 函数 , 则 


xD 一 | pdy. 


证 明 对 于 yp E59 由 (6.25) 式 得 
CHxpD r= (H(yY) PT Oo y)) 


=| HO)9(r — ydy 


=| pz— wdy= | cdz 


§ 6.6 在 微分 方程 中 的 应 用 


考虑 m 阶 微分 算 子 工 ， 
Lu 一 QZ CTID’u, 


14a| 委 亚 


(6, 29 ) 


其 中 所 有 系数 avECcn (及 ), 设 FEc21( 有 ), 若 广义 函数 xzE 


2 (R) 满 足 方程 
Li = ff» 
即 对 一 切 gE 弥 ( 尼 ), 有 
(Lu,9?) = (f ,9),， 


(6. 30) 


(6. 31) 


则 称 x 是 方程 (6. 30) 的 解 . 方程 的 解 可 能 属于 以 下 情形 之 一 : 
(1) 解 是 足够 光滑 的 函数 , 即 它 本 身 连同 出 现在 方程 中 的 
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所 有 阶 导数 都 连续 ,从 而 (6. 30) 式 中 的 运算 可 以 按 经 典 意义 下 进 
行 , 使 之 成 为 等 式 , 这 时 解 x 是 经 典 解 ， 
(2) 解 x 是 非 足够 光滑 的 函数 ,所 以 (6. 30) 式 中 的 运算 不 能 
按 经 典 意 义 进行 ,但 x 满足 (6, 31). 因为 由 广义 函数 的 运算 可 得 
(Lu,p)= >) lalx)D'u, 9) 


alm 


= 5 Dri, Daz)y (7))) 


ex| 委 六 


= (u,L’9), pE CO， 


其 中 L*g= >) (— DD"(a(r)y 7)). 
je| 和 天 
所 以 (6. 31) 成 立 当 且 仅 当 
(u,L"” 9) 一 (f ,9),， PE DD (6. 32) 


成 立 , 这 时 解 x 是 弱 解 . 

(3) 解 x 是 奇异 的 广义 函数 ,满足 (6. 31) ,这 时 x 是 一 个 分 布 
(广义 函数 ) 解 . 

以 上 各 种 情形 的 解 统 称 为 广义 解 ， 

在 处 理 数 学 物理 的 重要 方程 时 ,我 们 通常 先 寻 找 广 义 解 ,再 根 
据 方程 的 适当 性 质 ,可 以 找到 经 典 解 . 有 些 方程 有 广义 解 但 没有 经 
典 解 , 也 有 些 方程 的 每 个 广义 解 都 是 经 典 解 ， 

例 1 考虑 最 简单 的 微分 方程 


五 三 (6. 33) 


可 以 证 明 它 只 有 广义 解 4 二 c， 
证 明 方程 (6. 33) 的 解 zx 满足 
《200) =— (up')=0, 9E YD. 《6. 33’) 
记 @ 为 可 以 表示 成 其 他 基本 函数 的 导数 的 基本 函数 的 集合 , 即 
DB = {yg: $E DI EE ,使 y= Y}. 
(6. 33') 表 明 : 若 VE Go, 则 
‘uw,y) = 0, 
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下 面 证 明 : 多 中 函数 少 能 表示 成 另 一 个 基本 函数 的 导数 的 
充分 必要 条 件 是 


| WO (6. 34) 
首先 ,车 J(z)= 二 9 '(x),p EE 多 ,; 则 
[yar= 9D) = 


反之 , 若 对 JE 多 有 (6. 34) 成 立 , 我 们 令 

三 | yd 
显然 og'(7) 二 yz), 且 9 EC”, 设 y 的 支 集 包含 在 区 间 [ 一 4A,A] 
中 , 则 p(z) 在 [一 4,4] 之 外 等 于 常数 ,再 由 条 件 (6. 34) 可 推 知 


p(z) 在 [一 4,4] 之 外 为 零 , 即 9 有 紧 支 集 . 故 VE @o. 
现在 取 定 一 个 基本 函数 mE 馆 , 它 满足 


[ a (xz)dzr = 1. 《6. 35) 
任 给 gE 纪 , 取 一 个 对 应 的 yy 为 
ee Ye Pe ey | odd (6. 36) 


由 条 件 (6. 35) 易 知 
| wzdz 二 | co?dz 一 (9 Cd] ([ woodzj 二 本 


从 而 知 YE Bo. 于 是 
(u,b) = 0. 
由 此 式 及 (6. 36) 式 ,可 得 


人 usp) 十 ap) (| pd 二 (up) | pdt]. 
(up) 一 5C | pdi= | cp di = (c,9), 


对 任 给 9 E 多 成 立 .由 此 推 知 x=c， | 
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这 个 解 是 经 典 解 ， 


例 2 求 常 微分 方程 
ze =1 (6. 37) 
的 解 ， 
解 由 8$5.3 的 例 5 知 
二 dpnlzl) 一 寺 ， 
即 知 lnlz| 满 足 (6. 37). 又 可 知 齐 次 方程 
+ 一 0 (6. 38) 


的 解 在 (0,co) 上 必 为 常数 (与 例 1 类似), 在 (一 co,0) 上 也 必 为 
常数 ， 从 而 知 (6, 38) 有 了 两 个 线性 无 关 解 ， Mi 一 上 ;Ws— H(z) ,其 中 
六 (zz) 是 Heaviside 孙 数 . 亦 即 (6. 38) 有 通 解 
& 一 cl 十 cs 万 (z)， 
可 以 验证 如 下 : 
(XU' sp) = cot,9) = cr = 0, PE YY. 
综 上 所 述 推 知 
w=c 二 cH) 十 jnlzl 
是 方程 (6. 37) 的 通 解 . 这 个 解 不 是 在 全 实 轴 R 上 可 微 的 函数 ， 
所 以 它 不 是 经 典 解 ,而 是 弱 解 ， 
下 面 介绍 基本 解 的 概念 , 它 在 常 系数 微分 方程 的 理论 中 有 着 
定义 6.8 一 个 广义 函数 EE 2 (R) 如 果 满 足 方程 
LE =56, (6. 39) 
就 称 为 算 子 工 的 基本 解 , 其 中 工 由 (6. 29) 给 定 . 
车 与 Ei 都 是 工 的 基本 解 , 则 w= 一 Ei 必 满 足 齐 次 方程 
Lu 一 0. 也 就 是 说 ,其 他 任意 基本 解 与 基本 解 EE 只 相差 齐 次 方程 的 
一 个 解 <. 
现在 设 已 (z) 是 一 个 za 阶 的 = 元 多 项 式 ,考虑 算 子 
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EL= PD) = > ,aD (6. 40) 


lel 

它 是 一 个 m 阶 常 系数 微分 算 子 . 

定理 6.13 设 E 是 由 (6. 40) 给 定 的 常 系数 微 分 算 子 工 的 一 
个 基本 人 解 @. 车 广义 函数 Fe 多 /使 得 着 积 w 一 Ex 了 存在 9, 则 ww 是 
方程 

Lu=/f 

的 一 个 解 . 

证 明 由 (5.26) 及 (5.27) 式 ,我 们 有 

Lu= PDu= (PD)E)xf=6xf=f. | 
我 们 进一步 介绍 Fourier 变换 在 常 系数 微分 方程 中 的 应 用 . 
如 果 多 项 式 P(z) 使 得 存在 正 数 e, 有 以 下 不 等 式 成 立 
IPOriy)| 守 e>0，y€ RR， (6. 41) 

就 可 以 得 到 下 面 的 结论 . 

命题 6.14 车 fE5YCR"), 并 设 n 元 多 项 式 P(z) 满 足 条 件 
(6. 41) , 则 方程 


PD)u=f (6, 42) 
恰 有 一 解 在 空间 52” CR”) 中 ,这 个 解 由 下 式 给 出 ; 
op 1 £ 
w= FH ea (6, 43) 


证 明 设 方 程 (6. 42) 有 一 个 解 在 7 中 ,即使 (6.42) 成 为 
等 式 , 两 边 取 Fourier 变换 得 到 


(PC(D)W = f,， (6. 44) 
根据 (6. 18) 式 ,上 式 可 改写 为 
P(2niy)i = f. (6. 45) 


因 有 条 件 (6. 41) 式 成 立 ,由 此 便 得 


@ 常 系数 微分 算 子 P(D) 的 基本 解 总 存在 , 参看 Rudin[13j 第 8.5 市 
不 可 能 找到 具有 紧 支 集 的 基本 解 ,参看 Rudin[13j 第 8. 1 节 ， 
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] 
i 
对 此 式 两 边 取 Fourier 逆 变换 多 ,就 得 到 
2 一 Ca 


1 要 
Pry)/ 
即 方程 (6. 42) 的 属于 7 的 解 是 由 (6. 43) 给 出 的 . 

反之 ,我 们 可 验证 (6. 43) 式 给 出 的 是 方程 (6. 42) 的 解 . 首先 


按 假定 Fe 97 , 因 条 件 (6. 41) 成 立 便 推 知 ciy) 属于 57, 从 


而 由 (6. 43) 式 给 出 的 zx 也 属于 597 ,我 们 在 (6. 43) 式 两 边 取 Fouri- 
er 变换 , 推 得 (6. 45) 式 , 从 而 得 到 (6. 44) 式 ,对 此 式 两 边 取 Fourter 
逆 变 换 便 得 到 (6. 42) 式 成 立 ， | 

如 果 空 间 27' 换 成 多 或 局, 也 有 类 似 的 结论 . 

命题 6.15 若 fE€E59( 或 1E€E12), 多 项 式 P(zx) 满 足 条 件 
(6.41), 则 方程 (6. 42) 恰 有 一 解 在 空间 2 中 (在 L? 中 ), 该 解 由 
(6. 43) 式 给 出 ， 

证 明 省 略 ， 

例 3 求解 偏 微分 方程 

Au—u=f, (6. 46) 


其 中 了 ES (R"),A = 


k=1 


解 ” 方 程 (6. 46) 是 (6. 42) 的 特殊 情形 , 它 对 应 的 微分 算 子 为 
P(D) = SD 一 1， 
Pl2rxiy) 一 一 4r2|ly|2 一 1. 
可 见 P(z) 满 足 条 件 (6. 41). 车 JE 57 ,由 命题 6. 14 可 得 到 方程 
(6. 46) 在 5“ 中 的 唯一 解 


-一 一 1 ee | 
RE | 


注 解 x 属于 2 相当 于 是 一 类 边界 条 件 ( 它 限制 了 xz 上 升 的 
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速度 ,例如 指数 函数 就 被 排除 在 外 ) ,因此 方程 还 可 以 有 不 在 252 
中 的 其 他 解 . 
对 于 条 件 (6. 41) 不 成 立 的 情形 ,可 以 考虑 先 在 9? 中 寻找 
PCD) 的 基本 解 .我 们 对 方程 
PODIE=$ 
取 Fourier 变换 可 得 出 
P(2xiy) 忆 = 1. 


车 aij) 是 一 个 缓 增 广义 函数 , 则 对 它 取 Fourier 道 变换 就 可 以 
找到 一 个 基本 解 . 
命题 6. 16 若 方 程 
Pl2ny)v = 1 
有 一 个 解 v€ 7 , 则 天 一 多 -io 是 算 子 POD) 的 基本 解 . 
证 明 由 天 = 不 难得 到 
(PC(D)E)*= P(A)E = PCOmy)v=1=$¢. 
对 上 式 两 边 取 Fourier 道 变 换 , 便 得 到 
POD)E = 6, 
即 玉 是 基本 解 . 1 
例 4 在 RR 中 求 Laplace 算 子 


Ox Ox dz? 
的 基本 解 . 
解 ” 对 方程 
AE =$ 
两 边 取 Fourier 变换 ,得 到 
一 4r2|y|: 巨 一 1 
令 函 数 g 为 
g(y) 一 一 y 尖 0. 
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函数 g 在 R’ 中 局 部 可 积 ,在 无 穷 远 处 有 界 , 因 此 属于 SY (BR ). 根 
据 命题 6. 16 可 知 二 多 “'g 是 算 子 A 的 基本 解 ， 
下 面 求 出 EE= 久 “1g 的 具体 表示 式 . 对 任 给 PE CR), 我 们 
有 
(ED)= (Flg,9) = (g,F 19) 


1 | l (gig) (rz)dz 


4n? jms | 工 |? 


| | ,peds] dz 


li | ws 
4n Ro law | 


= 7 lim | ,9 || 1 edz | dz 
R 


民 - oo Iz| 志 妨 Eb 


= lim | ,p 0) fr)di, (6. 47) 
ooJR 
其 中 记 


fr(t) 一 一 -上 | eidz. 


dn? J lzi<r |z 


用 球 极 坐 标 计 算 上 述 积 分 ,可 得 
fr(t)=— a | | essingdodr 


27 JoJo 
1 | 5 


~ 2x arlt| 


1 [2 


a d 
gx yy 


et he —> OO 3 
网 (R ,0 € RR), 


又 由 上 式 可 推 知 存在 常数 M 使 得 


A 


| 


因为 对 于 9E 2CRP) ,| 2 人 | 在 瑟 上 可 积 ,所 以 由 控制 收敛 定 理 
推 得 
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im| , Popcd = 一 去 | ?0D di， 
Reo0J R3 了 |z| 


4 
根据 (6. 47) 式 便 得 到 


于 是 我 们 得 到 基本 解 
oe 
a :ER, 


下 面 介绍 求 常 系数 常 微分 方程 的 基本 解 的 一 种 方法 . 
设 微 分 算 子 
L= DoD', D=H ol 


又 设 有 C” 函数 v(xz) 满 足 齐 次 方程 的 初 值 问 题 .: 
Lv = 0,， 


v(0) =v (0) = = (0) = 0,v" (0)=1. 


令 函 数 
E(r)=v(r): H(z), rz ER, 
其 中 五 (z) 是 Heaviside 晒 数 ,因为 有 
H' 一 人， 
以 及 对 p EE 多， 
(NH) = 0,， =0,1,",m— 2, 
(Vv™ VO,9) = 9(0) = (6,9), 
所 以 由 Leibniz 公式 ,我 们 得 
DE= Dv) H, y=0,1,…,m— 1, 
D”E = (D”wv):. 瑟 十 6. 
于 是 LE= (Lv). H+ ad = 6, 
即 =v， 瑟 是 上 的 基本 解 ， 


例 5 求 算 子 了 = 抱 十 e 的 基本 解 (a 之 0). 
解 、 求 出 初 值 问 是 
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Et 


v(0)=1 
的 解 为 w(x) 二 e“. 根据 前 面 讨论 知 
E= H(r)e 
是 工 的 基本 解 . 


8$6.7 在 信号 分 析 中 的 应 用 


本 节 介 绍 Fourier 分 析 在 信号 分 析 中 的 一 些 应 用 . 

在 实际 课题 中 ,一 个 信号 也 许 是 一 个 电磁 波 , 或 是 一 个 声波 和 
光波 . 而 在 数学 中 ,信号 (连续 信号 或 模拟 信和 号) 多数 可 用 实数 zt 的 
实 函 数 ( 或 复 函 数 )f(z) 来 表示 ， 

如 果 f() 是 一 个 周期 函数 , 它 代表 着 一 个 周期 性 的 信和 号, 把 
周期 性 信号 展开 成 Fourier 级 数 ,然后 对 它 的 各 次 谐 波 的 频率 、 振 
幅 、 相 位 以 及 它们 的 关系 进行 分 析 ,就 叫做 频谱 分 析 . 

设 有 周期 为 了 的 信号 f(2), 它 的 Fourier 级 数 为 

f(t) ~ Dy ene’, 


其 中 wo 三 2r/ 了 ， 
了 72 


一 市 1 CDe-meordt。 
|c,| 称 为 信号 FG) 的 离散 (振幅 7 频谱, 幅 角 Argc 为 离散 相位 谱 . 
设 非 周期 信号 (2) 在 R 上 可 积 ,其 Fourier 变换 为 
Wd) = fw) = | _f We "dr, 
表示 成 FCw) 二 |F(w)|e””. |F(w) | 称 为 信号 f(1) 的 连续 (振幅 ) 
频谱 , 幅 角 Arg F(w) 二 9 (w) 为 相位 频谱 . 


信号 f(z) 的 功率 与 振幅 的 平方 |f(z) |? 成 正比 ,从 而 信和 号 的 
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总 能 量 与 积分 | ”Ice sd 成 正比 . 若 假定 信号 的 总 能 量 为 有 
限 ,也 就 是 E72CR), 则 其 Fourer 变换 的 含义 网 83. 4. 更 一 般 
地 ,着 了 可 看 作 广义 函数 , 则 其 Fourier 变换 的 定义 见 § 6.3. 

例 1 设 年 形 脉冲 /为 


JG) = 全 人 
0， |i| >e< 
( 见 图 6. 1), 则 
__ SINn27Xaw 
0) nw 


《 见 图 6. 2)， 


图 6.1 图 6.2 
例 2 设 
f0) = > 6G— m7), (6. 48) 
其 中 了 > 0( 见 图 6.3), 则 
Ds Ft 26s 和 条 | (6. 49) 


( 见 图 6. 4). 
此 结果 验证 如 下 ;首先 注意 到 ,在 Poisson 求 和 公式 (3. 65)， 
(3.66) 中 ,把 周期 为 1 换 成 周期 为 了 ,可 以 改写 成 


BD xz+mm)= 未 Df Ba (3.65') 


t= 一 wx 


> ne (3. 66') 


二 一 co Mm 二 一 
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其 次 ,对 于 由 (6. 48) 式 给 出 的 广义 函数 f(2) , 设 FE2 ,显然 
9 与 9 满足 Poisson 求 和 公式 成 立 的 条 件 , 按 定义 可 得 
(f ,PD= (一 ( >) 04 一 mTD,9(0)) = 》 pom7) 


be Cy EX 
其 中 第 四 个 等 号 成 立 用 到 (3. 66'). 由 9? 的 任意 性 便 知 


f (w) = F(w) = np 加 ， 
即 (6. 49) 式 成 立 . 


6. 3 图 6.4 

给 定 某 个 物理 系统 (电路 或 光学 系统 等 ), 令 一 个 输入 信和 号 
J GD) 通 过 它 , 就 得 到 一 个 输出 信号 g (2). 在 无 线 电 技术 中 ,研究 信 
号 通过 电路 的 变化 (也 叫做 电路 对 信号 的 响应 ) ,是 一 个 很 重要 的 


问题 , 求解 信号 的 这 种 变化 常 需要 列 出 微分 方程 ,从 而 要 用 到 
§ 6. 6 中 讲述 的 Fourier 分 析 方 法 ， 


例 3 设 输入 端的 电压 信号 为 Fit)， 


V, 1>0,， 

人 0， < 一 0， 
通过 RC 电路 (如 图 6.5 所 示 ), 其 输出 端的 电压 信号 为 g (2). 求 
g(t). 

解 根据 回路 电压 定律 ,可 以 列 出 RC 串联 电路 中 电容 C 上 


电压 x% 满足 的 微分 方程 (省 略 ) ,从 而 得 知 输出 端 电 压 g() (与 电 
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(， 


FOOD) | g(t) 


图 6.5 
容 上 的 电压 相同 ) 满 足 微分 方程 
C BD + gl) = f0), 
把 它 改 写成 
S80 1 
十 忆 Fs 8(£) 一 RE 2. (6, 50) 


利用 $ 6. 6 例 5 可 知 算 子 oe 


ew 
于 是 ,根据 定理 6. 13 Ss 50) 的 解 为 
g(t)= [Ex pf 全 起 | BacnDe 二 Ac 2 
= ee VO Te 上 之 0， 
这 就 是 输出 电压 信和 号 
面 介 绍 信和 号 分 析 的 一 个 基本 定理 , 它 结 合 了 Fourier 级 数 
与 Fourier 变换 的 技巧 . 


设 f(4) 是 连续 信号 , 若 通 过 测量 只 取 到 它 在 某 个 时 间 序 列 人 
(4 过 ts 过 …) 处 的 值 ,由 此 想 要 知道 了 在 其 他 点 的 值 ,一 般 是 办 不 
的 . 但 是 ,如 果 信 号 f (2) 的 频率 范围 是 有 限 的 ,其 频率 不 超过 M, 亦 
即 , fCw) 在 有 限 区间 [ 一 M,M] 之 外 为 零 ,那么 ,就 能 够 由 了 的 离散 
值 集 {f(z,)} (通常 是 每 隔 一 段 时 间 Az 取出 一 个 瞬时 值 ) 来 确定 /G2) 
的 值 ,也 就 是 由 离散 信号 {f(4,)} 可 以 恢复 连续 信号 f(z). 
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定理 6. 17( 时 间 抽 样 定 理 ) 设 fELC(R), 并 且 当 |w| 宇 M 时 


fw) 一 0, 则 了 的 值 可 由 它 在 时 间 间 隔 为 37 的 可 列 个 值 /| 37| (x 
一 0, 士 ], 士 2,…) 所 确定 ,有 以 下 等 式 成 立 ， 
f0) = 3 | 06.51) 
车 记 了 =i' 上 式 可 改写 为 
GD) = T 3 fo7) 6.51') 


证 明 对 于 ffELI2C(R), 有 以 下 反 演 公式 成 立 ， 
r 网 M ~ 
f0Q) = 1,1, m.| fF (wedw 一 | f (we™dw, (6,52) 
一 > oo 一 地 —M 


把 f(w) 与 e** 看 作 [一 M,M] 中 的 函数 ,它们 的 Fourier 系 
数 分 别 记 为 c, 与 qd. 按 定 义 及 (6. 52) 得 到 


= 去 | ee es la: 

Con 3 2M ee 全 pt 2 SNM 9 
a _ sin(2Mi — n)x 

4 一 去 | 5 0 (Mi — n)rx ” 


于 是 ,把 Parseval 等 式 (2. 56) 换 成 周期 为 2M 的 变形 ,由 它 得 到 
M 去 oo 
Ee 2ntew 加 
f= | ,ferdo = 2M 3) cn, 
有 n \sin(2Mi 一 n)x 
加 之 了 2M (2M 一 px I 


时 间 抽 样 定理 有 一 个 对 偶 形 式 , 就 是 频率 抽样 定理 : 设 f € 
IL2(R), 当 |t| 之 4 时 ,fQ) 二 0, 则 


n \sin(2Aw — n)n 
A 之 24) QAvw nn 
其 证 明 类 似 . 
(6. 51) 式 中 级 数 收敛 的 速度 不 够 快 ,因为 当 zx->oo 时 ,一 一 衰 


减速 度 较 慢 , 欲 知 提高 收敛 速度 的 方法 ,请 看 习题 中 第 14 题 . 
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习 题 


1. 设 f(x) 是 实 轴 上 的 慢 增 C” 函数 , 试 证 明 
lm (f(r)e™™ PCZ) = (fp), PES, 
也 就 是 
lm f(x)e™®™ 二 f(x) (在 中). 
2. 求 下 列 Fourier 变换 ， 
(1) (sgnz); 
(2) (万 (z)) ,ECz) 是 Heaviside 图 数 ， 
(提示 : 可 用 sgnz 与 常数 函数 的 线性 组 合 来 表示 H Cx)) 
3， 利用 等 式 


rc, m—1 d™-1 
人 J )， 7 之 


求 Fourier 变换 (x ”*)^， 
4. 利用 平移 变换 求 下 列 Fourier 变换 ， 


A A 
(1) ee ; (2) (ee 
5。 设 入 之 1, 求 ， 
(1) [x”H(Czr) |]; (2) [zsgnz]^， 
6. 求 下 列 函 数 的 Fourier 变换 ， 
(1) (zx:—4) !; (2) [zz(L1 十 2) i. 
(提示 : 利用 部 分 分 式 ) 
7. 求 zx"6w(z) 的 Fourier 变换 ,其 中 尺 与 nn 是正 整 数 . 
8. 设 w€ .57 ,如 果 对 一 切 奇 ( 偶 ) 函 数 gE 2 有 
(u(x) ,p(X)) = 0, 
就 称 是 偶 ( 奇 ) 的 . 试 证 明 


(1) 二 是 奇 的 ; 


(2) 6(z) 是 偶 的 ; 当 是 偶数 (奇数 ) 时 ,38% (z) 是 偶 ( 奇 ) 的 ; 
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(3) 若 x(Cz) 是 偶 ( 奇 ) 的 , 则 xz) 是 奇 ( 偶 ) 的 ; 

(4) 若 xz) 是 偶 ( 奇 ) 的 , 则 之 z) 是 偶 ( 奇 ) 的 ， 

9. 证 明 : VESCCRID 0 0) 一 0(0 一 1 2 光一 1) 的 充分 必 
要 条 件 是 存在 一 个 函数 PE (CR) 使 得 g(x) 二 x*p(zx) ,XER. 

10. 证 明 ， 

(1) 方程 xzv= 二 1 在 5 (R) 中 的 通 解 是 


RE 
工 


其 中 1/z 是 由 (5.2) 式 给 定 的 主 值 意义 下 的 广义 函数 ,c 是 任意 常 
数 ; 
(2) 方程 zxv 二 In|zx| 在 922 (R) 中 的 通 解 是 


一 zl 


十 c6， 
其 中 < 是 任意 常数 ,2 艺 是 下 述 广义 函数 
(22,9) = lim | “lly (Cr)dz 


E> 十 0 
十 co 
+| nz)y (dz ,9E IR). 


11. 证 明 , 方程 xv=6 在 纪 '(R) 中 的 通 解 是 
v= 二 C0-— 0’, 


其 中 < 是 任意 常数 ， 
1 | 


d 


(1) 了 (2 2) 3 i ， a>0. 


13. 叙述 并 证 明 时 间 抽 样 定理 在 下 述 情形 的 变型 : 设 Fw) 一 
0, 对 一 切 wEE[a, 拉 , 试 给 出 由 了 的 离散 值 7 | | 确定 Ce 的 
公式 . (提示 ; 作 g() ,使 得 E(w) 二 fCw 十 h), 且 在 |w| 


为 零 . ) 
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14. 设 fELCR), 当 Ilw| 宇 M 时 ,f(w) 一 0, 又 设 A>>1. 作 函数 
g1， 使 得 
1， |x| 夺 MM， 
h(x) = Q(z, M,C— 1)M) = | |z| AM 
线性 函数 ,M 委 |z| 委 AM 
(参看 8$ 3.6 例 2). 观察 得 知 广 一 名， 三 . 试 证 明 : 


AM ~ 
f0) = I (wt we ™dw 


= a 2 aha) el! ~ hg) 
其 中 
sin?xAMz 一 sin:nxMi 
(A 一 1)Mrir? 

(本 题 给 出 f() 的 一 个 抽样 公式 ,使 得 级 数 中 的 函数 ga 在 无 穷 
远 处 以 二 :的 速度 趋 于 零 . ) 

15. 设 f(x) 是 RR 上 以 2x 为 周期 的 局 部 可 积 函 数 , 它 的 
Fourier 系数 为 


£2(t) 一 


Cy | fxr)e “dr. 


ox 


斌 证明; 在 (周期 ) 广 义 函数 的 意义 下 ， 


nn 
f(r) = lim > ce”, 
PR 一 一半 


亦 即 (f ,9) 一 lim( Dae, g(x)) ， PE DarlR), 
其 中 多 ,(R) 表 示 C~(R) 中 以 2x 为 周期 的 函数 全 体 ,并 且 
Fp = | fr dr. 
16. 斌 证明: 在 2 (R) 中 有 


> S(t 一 MT) = 志 Sy ee 


二 一 0 


231 


附录 I 多重 Fourier 级 数 


前 面 对 于 一 元 函数 给 出 的 Fourier 级 数 的 概念 不 难 推广 到 多 
元 函数 . 
在 R" 中 记 7T" 为 以 下 立方 体 
T= {r= (T,X); 一 工 必 Ti 入 下 1) 一 1 ,2 71, 
用 1L? (7T") 表 示 在 7T" 上 属于 L? 的 周期 函数 (它们 按 每 个 自 变 量 xz， 
都 以 27 为 周期 ), 而 CCT") 则 表示 连续 的 周期 畏 数 . 用 2 表示 R” 
中 的 格子 点 全 体 (每 个 坐标 都 是 整数 的 点 称 为 格子 点 ). 对 于 mE 
QZ ,mo* T=—=mzrit mr. 
函数 系 {e”…)。wezm 具 有 如 下 性 质 : (i) 周期 性 ; Qi) 正 交 性 , 即 
| edz = 0, m km, 天 有 1 一 1 2，……72)3 
Gu) 完全 性 , 即 若 ELT”*) ,和 且 对 一 切 mE€2"， 
| flr)e dz 一 0， 
则 f(r)=0, ae 
此 完全 性 可 由 一 维 情 形 的 完全 性 推 知 , 以 4==2 为 例 . 按 假定 
对 一 切 (zzl ,za GZ 有 
| 人 f(xiyro)e ed2idz = 0. (1) 


记 f (zo) = | friszoemmdz, (1) 式 化 为 
| fC)e mdrs = 0, ms € 2 


由 {e"“ )wez 的 完全 性 推 知 f(z2) 二 0,a.e. , 即 有 点 集 Ez.m CT 
== (—T,7 | ;日 m(EE,,m ) 二 0, 使 得 
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i 《zz) 一 0， xsE€E T\Esn. 
令 EE,= Ea, 可 推 知 m(Es) 一 0. 青 由 {er"} ez 的 完全 性 推 
mEZ 


知 , 对 于 xX ET \E,， 
friyrs) = 0, ri ETNE mE) = 0ECT, 
不 难得 知 CTIN\NE1) X (TN\E,) 对 于 7? 的 补 集 是 零 测 集 . 因此 在 TT 
中 ,f(xi,7xs)=0, a.e.. 
设 fEL(T"), 它 的 Fourier 系数 定义 为 


1 


Cm 一 cnCf) > (2n)” 


下 的 Fourier 级 数 为 


| fle)e-wdz, mE Zn. (2) 


f(r) ~ DS) cne™™. (3) 


mEZ" 


多 重 Fourier 级 数理 论 中 有 一 些 是 一 维 结果 的 直接 推广 .我 
们 将 着 重 介绍 在 多 维 情形 中 与 一 维 情形 不 同 的 一 些 问 题 及 结果 ， 
或 者 其 证 明 有 新 的 思想 的 结果 . 


3 1 三 种 部 分 和 的 定义 与 局 部 性 定理 


在 一 维 情形 ,关于 Fourier 系数 的 一 个 基本 结果 是 Riemann- 
Lebesgue 引 理 .在 维 情形 有 类 似 的 结果 . 

定理 1 若 fEL(T"), 则 lim c=0. 

证 明 可 以 与 一 维 情形 类 似 , 用 阶梯 函数 逼近 可 积 函 数 的 方 
法 来 证 明 . 但 这 里 介绍 另 一 种 方法 . 

设 f€EC™(T") ,不 妨 设 m 关 0. 者 mx, 了 关 0, 则 由 分 部 积分 可 得 


—lmeT 1 一 1 了 | 
上 flr)e "dz, 一 mn | e DN flx)dzx,, (4) 


这 里 N 是 任意 正 整数 ， 
由 m 关 0 知 , 必 定 |m| 宇 1. 对 每 个 这 样 的 m, 若 取 7) 使 
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|zm, | = max{ |mil,, |m,|), 


则 有 


Im| = (mi 二 十 mi)? Vn lm,l|, 
二 + Ia) < Vml. 
从 而 由 (4) 推 知 
A A 
Tm, |™ EA (1 十 |) 
这 表明 车 EC”(7"), 必 有 lim caC 站 一 0 
设 fEL(T"). 对 任 给 e 汪 0, 存 在 gE€EC”~(T*) ,使 得 
€ 
|.1f—gldz<$. 


(5) 


len| 委 


ee 当 |mz|>M 时 ,|co(g)|<< 广 ,于 是 


le I i | [flz) — gCz)Je-™dz| + eae)| 


让 
<F+ le)| <e， Im|>M | 


推论 2 若 fEC”(T"), 则 了 的 Fourier 级 数 绝对 一 致 收敛 于 
f(r). 
注 推论 2 的 条 件 可 以 减弱 , 见 定理 7. 
关于 多 重 Fourier 级 数 部 分 和 的 定义 是 与 一 维 情形 大 不 相同 的 . 
在 维 情形 ,n 宇 2, 设 E, 是 Rr 中 的 有 界 域 ,并 且 当 j->co 时 ， 
E, 趋向 于 全 空间 ,我 们 把 的 Fourier 级 数 (3) 的 部 分 和 记 为 
Sa (x) = Sg (fx) = 2) cne™™. 


mEE, 


可 以 考虑 当 jy 一 co 时 ,Sz (x) 是 否 有 极限 . 在 一 维 情形 ,我 们 只 需 讨 
论 区 间 Ev 二 [一 N,Nj, 部 分 和 为 Sy《x) 一 PD 而 在 多 维 情 
形 ,E, 可 以 有 各 种 不 同 的 形状 ， 情况 要 复杂 得 多 . 由 于 Fourier 级 


数 不 是 正 项 级 数 , 如 果 级 数 不 绝对 收敛 ,那么 ,不 同形 式 的 部 分 和 
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(也 就 是 求 和 的 顺序 不 同 ) ,其 收敛 性 质 就 会 不 同 . 
最 重要 的 特殊 情形 是 区 域 E, 为 球形 或 矩形 (也 叫做 维 区 
间 ) 的 情形 . 我 们 介绍 以 下 三 种 部 分 和 : 
(GD 球形 部 分 和 
Se(z) = Sr(f sx) = >) cne™”, (6) 


即 对 于 mE Er 二 {xz: |x| 二 R}) 求 和 . Wi 
Gi) 矩形 部 分 和 ,对 于 N= CNi,*…,N,)， 
Sn(f ,Xx) = Sn,n, (XT) 一 | 人 Cme™, (7) 
一 般 来 说 ,NN, 可 以 互 不 相同 ， 但 也 可 以 相同 因此 ， 它 以 方形 部 分 
和 作为 特殊 情形 . 
(iii) 方形 部 分 和 ,对 于 Ni 二 Ns 二 … 二 NN, 二 k， 
Shilf ,x) = 5 Ca (8) 


对 这 些 不 同形 式 的 部 分 和 讨论 收 仇 问题 或 求 和 问题 时 ， 取 极 
限 的 方式 也 不 相同 . 对 于 球形 部 分 和 ,讨论 SxCf ,zx) 当 R 一 co 时 的 
极限 ;对 于 方形 部 分 和 ,讨论 S64《f ,zx) 当 一 oo 时 的 极限 ;对 于 
矩形 部 分 和 , 则 讨论 Sn,N,(f ,7) Ni 一 co(7 一 1,2,…) 72) 时 的 
极限 ,我们 用 N 一 来 表示 入 一 co ,J 二 1,2,… sn 

关于 甜 形 部 分 和 ,可 用 以 下 方法 化 为 卷 积 形 式 . 先 将 (2) 代 入 
(7) ,再 多 次 利用 一 维 的 公式 (2.8) 式 ,得 到 


Sain, Cf sz)= | FO Daz — Dd 


= | .Fez — Dry)ds, (9) 


其 中 
Dn(t)= Dy (#1)%" Dy, (i,) 
TE” 


2sin 号 2sin 冯 


特别 ,如 果 函 数 f(r)=fi(r) * falx2) oe fCzs)，, 则 
Sn,N, Cf ,7) = SN fiz) Sy Cf Th) ， 

其 中 Sw《f,,z,) 是 一 维 情形 的 Fourier 级 数 部 分 和 ,Jj 二 1,2,*…，n. 

在 $2.2 曾 指出 ,一 维 情形 有 局 部 化 定理 (定理 2.9 及 推论 
2. 10). 而 在 ” 维 情形 (之 2》, 设 fEC(T"), 它 在 原点 的 一 个 邻 域 
{z: |z| 二 6) 中 为 零 , 由 此 并 不 能 推 知 它 的 矩形 部 分 和 Sw( 广 0) 收 
伊 于 零 

我 们 举 出 反例 来 说 明 . 不 妨 设 2 一 2 ,并且 设 用 ,fi 是 一 元 连续 
函数 ,f(x)= f(x1) fz (zr2). 取 fi 使 得 当 | zi [< 时 ,1(x1)=0, 
又 取 fz 使 得 它 的 Fourier 级 数 部 分 和 Sw,(f,0) 无 界 ( 见 定理 
2. 16 末尾 的 说 明 , 若 取 户 为 该 处 的 f, 取 Ns 一 3X2* 一 1, 便 可 使 
Sn,《f2,0) 之 kln2). 以 上 取 法 使 得 当 |z|<9 时 ,jz) 一 0, 并 且 

Sn,n, Cf ,0) = SN Cf1,0)Sn, Cf,0). 

虽然 当 Ni 一 oo 时 Sw_(fi,0) 的 极限 为 零 ,但 可 以 取 到 适当 的 有 ,使 
得 对 于 无 穷 多 个 Nj,Sw(f,0) 二 Aw, 关 0, 从 而 取 N; 上升 得 足够 
快 ,可 以 使 得 Sw ( 户 ,0) 上 升 得 很 快 (例如 使 Sn,(f2,0) 之 kn,ln2 之 
| 4 站 ,以 至于 Sww,《f,0) 一 Sm 《fi,0)Sw, (J2,0) 仍 然 无 界 , 它 不 
收敛 于 零 , 这 表明 ,即使 f 连续 ,关于 和 矩形 部 分 和 的 局 部 化 定理 对 
于 球形 邻 域 并 不 成 立 ( 关 于 方形 部 分 和 也 不 成 立 , 证 明 省 略 ). 

给 定 一 点 z* 二 (x9,…,z?) 及 60, 我 们 称 至 少 满足 以 下 不 等 
式 


[oa 2 < Om |r rl <0 
中 之 一 个 的 点 zx 二 (x1，"…，X,) 组 成 的 集合 为 x" 的 一 个 十 字 邻 域 
0Q2;, 亦 即 


n 


0 = |){z: | < $}, 


当 w= 二 2 时 ,0; 的 形状 就 像 一 个 十 字 ( 见 图 1 .1). 
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(zx ,22) 


图 工 .1 
定理 3 设 fEL(T"), 若 在 x? 的 一 个 十 字 邻 域 0; 内 f(z) 
二 0, 则 当 N 一 oo 时 ,矩形 部 分 和 Sw(f ,zx") 一 0. 
根据 (9), (10) 式 以 及 Riemann-Lebesgue 引 理 便 可 推 得 此 结 
论 . 而 且 实 际 上 不 仅 对 于 点 x*, 对 于 一 切 点 xzE1s= {x: |z, 一 x?| 
<<9 ,7 一 1 '2,"",n), 也 有 limSn(f ,x) 二 0. 


$2 ”收敛 与 求 和 


了 的 Fourier 级 数 按 上 述 三 种 部 分 和 来 研究 ,其 收敛 性 是 不 相 
同 的 . 
对 于 球形 部 分 和 ,为 了 便于 讨论 , 常 考虑 以 下 的 Bochner- 


Riesz 平均 
| 


1 2 ae 
Si(f,z) 一 %1 1 cuem'， (11) 
Iml<R R 


4 二 叫做 临界 指标 . 
若 s>2 ,ELG), 则 有 
Jim ,x) = f(z) 
几乎 处 处 成 立 ( 在 Lebesgue 点 工 处 成 立 ) ,并且 
lim | SECf) 一 fl Id7") 一 0. 
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当 e 生 25 ,>>2 时 ,有 下 述 否 定性 结论 ， 
Qi) 存在 函数 ffE LCT") 使 得 
limSE™ Cf,z) 一 co， ae.， 
这 表明 对 于 临界 指标 ,几乎 处 处 可 求 和 不 能 成 立 . 对 于 可 积 函 数 ， 
关于 临界 指标 的 局 部 化 定理 也 不 成 立 呈 
(ii) 存在 AEL?T") ,1 之 p< 二 2, 使 得 SaCf ,zx)( 即 S&Cf,x)) 几 
乎 处 处 发 散 @. 也 就 是 说 ,对 于 L*C7") 中 的 函数 (1 二 p 二 2) ,球形 部 
分 和 的 几乎 处 处 收敛 性 不 成 立 . 
以 上 结果 详 见 E. M. Stein, G, Weiss[4] 第 七 章 以 及 陆 善 镇 ， 
王 昆 扬 著 “Bochner-Riesz 平均 ” 
对 于 方形 部 分 和 ,有 些 一 维 的 结果 可 以 推广 到 维 . 70 年 代 
初 ,C. Fefferman 等 人 证 明了 : 若 fEL?CT*),p 放 1, 则 方形 部 分 和 
lim Se ,af z) = A(x) ‘aes 


对 于 多 维 情 形 , 和 矩形 部 分 和 的 收敛 性 是 很 差 的 , C. Fefferman 
(1971) 证 明 : 存在 L0,2x]X[0,2x] 上 的 二 元 连续 函数 f, 它 的 
Fourier 级 数 的 矩形 部 分 和 Sw,w (jz) 处 处 发 散 CNi 一 co ,Na 一 
co)， 

于 是 ,有 必要 讨论 矩形 部 分 和 的 各 种 求 和 法 . 这 里 只 介绍 
(C,1) 平 均 ( 即 算术 平均 ) 与 Abel 平均 . 

设 ELT"),(C,1) 平 均 为 

on(f ,x) = ow. .nCz) 
] N) N, 
@ 在 对 / 较 强 的 假定 下 ,例如 设 | ,17ltn+ |7ldz < oo, 则 关于 临界 指标 的 局 部 
化 定理 成 立 , 即 若 了 在 x? 的 一 个 邻 域 {z: |z 一 zx?| 二 8} 上 为 零 , 则 
lim SR (f,2°)=0. 
加 对 pp 之 2,fEL?(T"*),Sr(f ,zx) 是 达 几 乎 处 处 收敛 的 问题 尚未 解决 . 
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= | fC 一 DK,G)d， (12) 
其 中 Kn(t)=Ky, (£1)°% Ky (1,) 9 


2 
sin 到 CN， 十 1) 


N 
EE 1 A 
Kw (t,) NN, 十 1 2 Dr) 2r(N ,十 1) sin| 如 | 
2 
Abel 平均 为 
flr,z)= > my ep ll lm tm) 
mE ZZ" 
= 去 | jz — Pl,t)dt, (13) 
TJr" 


其 中 r= (ri rs) OR, 7) 一 1, 2 
Plr,t) = Psti) Pl ,t,), 
sy 
SD 2(1 一 2r,cost, + 7) 
显然 有 
| Kn(t)dt = 1,， 二 | Plr,t)dt = 1. (14) 
到 Tr 


以 下 定理 是 Fejer 定理 对 多 重 Fourier 级 数 的 推广 . 记 Q= 
{7X: XAT/ENA =1,2," ,Nn). 
定理 4 设 上 有 界 , 则 在 上 了 的 连续 点 z" 处 有 
limon(f ,7°) = f(x"), (15) 
并 且 在 @ 中 由 连续 点 组 成 的 任何 闭 集 上 ,其 收敛 是 一 致 的 . 
证 明 我 们 知 Kw(z) 非 负 及 有 (14) 的 第 一 式 ,又 有 


lim | ,ssKy (Ddt = 0, 0<6<n (16) 
No | 


此 式 证 明 如 下 ,由 || 二 (如 十 十 加) 衫 推 知 至 少 有 一 个 yo 使 
得 | | 宇 6/ V 2 (否则 ,对 J 二 1,2，… |<6/ Vn ， 便 有 如 十 … 
十 之 侣 , 蔬 盾 ), 所 以 
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天 Nd 


| 之 人 
:EQ 


o<| 


| SR [| Ks] 


4 一 上 
J 天 10 


< | C(t,) dt — O(N,—> 00,7 = 1,2,. ,7)., 
设 xz" 是 了 的 连续 点 
anf sz) 一 Je = | [fbr —t) — fle) JKyG)d 
一 | [Lf lr 一 — fx) Ky dt 
iEQ, It|<H 


+ | Lf 0 — fle) JKyG)dt 
it€EQ, li 


= 十 了 了 . (17) 
任 给 e 守 0, 存在 5 汪 >0, 当 | 二 6 时 ， 
CR (18) 


取 这 个 6 作为 (17) 中 的 6, 便 有 |I| 志 5. 又 因 了 有 界 ,1f(x)| 志 
M, 所 以 


VA 2M| KuGyd. 


iEQ, li|>6 
由 (16) 式 知 , 取 4 充分 大 , 当 ,之 A(J==1,2,… sn) 时 ,有 |1,| 志 地 
因为 f(x) 在 Q 中 由 连续 点 组 成 的 闭 集 上 一 致 连续 ,可 以 取 
到 共同 的 6 使 对 这 些 点 有 (18) 式 成 立 , 所 以 (15) 式 的 收敛 是 一 至 
的 ， 上 | 
推论 5 若 JEC() , 则 
limon(f»x) = f(z) 
对 xEQ 一 致 收 伍 . 因此 存在 三 角 多 项 式 一 致 逼近 f(x). 
定理 6 若 Fe zi 人 (全 ) ,1 委 2<co, 则 
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1/p 
orp lS N= (| ,Fehrdz) ,9) 


of) — fl,—>0 (GN oo%). (20) 
证 明 用 广义 Minkowski 不 等 式 , 得 


TT 


1/p 


< | 陋 [f(x— 2) ldz] Kylt)d = fil;. 


对 任 给 e>0, 可 取 到 2 EC(T"), 使 
|f— 9?l,<e. 
于 是 用 (19) 式 便 得 到 
Lf—on Db fo?l,+ lp on 
+ Dong— 7) 1 
et |p— on ,+ a. 
再 由 推论 5 可 推 知 lm || gp--ow( 钨 外 一 0. 这 样 就 得 到 (20) 式 ，1 
定理 4 及 定理 6 的 结果 对 于 Abel 求 和 也 成 立 ， 
关于 和 矩形 部 分 和 及 方形 部 分 和 的 讨论 详 见 Zzygmund[7j 第 十 
七 章 以 及 S. lgari “Lectures on Fourier Series of Several Vari- 
ables”. 
各 AETI2CT") ,其 Fourier 级 数 为 (3), 则 具有 与 一 维 情形 类 似 
的 Bessel 不 等 式 , 并 有 Parseval 等 式 如 下 ; 
(2 一 | 。 7Cz)12dz = 2 lenl’. (21) 


其 证 明 与 一 维 情形 类 似 ( 单 重 积分 换 成 4 重 积分 ). 
定理 7 设 对 某 个 k> 允 ,fFEC%(T"), 则 27 co| 二 oo, 并 


且 f 的 Fourier 级 数 绝 对 一 致 收 仿 于 f(x). 
证 明 利用 周期 性 ,通过 分 部 积分 可 得 


[DD emdz 一 Gm)"| 7/ (z)e mxdz 
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= (2x)"(im)'c,, lal 三 &,， 
即 Df 的 Fourier 系数 为 {(im)"cn}nez. 
当 |a| 二 k 时 ,Df 连续 ,显然 平方 可 积 , 由 Parseval 等 式 (21) 
可 知 
Sy cen:lm®l? = Cn) | Df 用 天 十 co， 


mEeZ" 
式 中 二 mn"…m”*, 由 此 得 知 
SD (De lml)<+ ,lal=a t+ +. (22) 


我 们 由 多 项 次 定 理 得 到 
Im|*= (mf 十 … 十 m2)* 一 0 
<A 2 Cl) ee mt) 二 人 (23) 
其 中 os 一 丰 2 A max{an o 十 … 十 一 &}. 于 是 ,用 (23) 式 
及 Holder 不 等 式 可 推 得 
1 
2 len| < Dl (4D el) 2 ml | 
< A Ble Dok) BD ms)t. (24) 
注意 到 当 > 了 时 ,级 数 2 lm| ”收敛 , 因此 由 (24) 及 (22) 式 失 
知 2 le 一 十 co. 
”由 此 可 知 级 数 > 绝对 一 致 收敛 . 记 级 数 的 和 为 g(z), 即 
gL) = Ce 


mE ZZ" 


显然 知 gECCT"), 它 的 Fourier 系数 是 {cm}nez, 这 表明 f(x) 一 

8《X) 的 一 切 Fourier 系数 为 零 . 根据 三 角 函 数 系 {e™”"},ez: 的 完全 性 

便 推 知 f(x) = 二 g(x). 因此 f 的 Fourier 级 数 绝 对 一 致 收 全 到 f(x). 
242 


附录 快速 Fourier 变 


因为 各 式 各 样 的 问题 都 能 用 Fourier 变换 来 处 理 , 所 以 ,很 希 
望 能 用 计算 机 来 计算 Fourier 变换 .本 附录 研究 Fourier 变换 


FO) = Fo) = | fe a) 
的 数值 计算 问题 . 


3 1 离散 Fourier 变换 


为 了 计算 FC(w) ,必须 将 (1) 式 中 的 积分 改 为 有 限 积 分 ,然后 用 
求 和 来 和 逼近 积分 ,最 后 计算 对 一 组 离散 的 w 值 的 求 和 . 
Poisson 求 和 公式 是 把 (1) 变 为 有 限 积分 的 基础 . 我 们 引进 函数 
g(t) 一 by f+nT), G(w) = Flwtnwe). (2) 
易 见 gC 是 以 了 为 周期 的 函数 ， G(w) 是 以 wi 为 周期 的 函数 . 根据 
§6.7 ee Poisson 求 和 公式 (3. 65 ) 得 知 
g(t)= D3 F ew 
类 似 地 有 
Go = 二 2 fomT Ye", T= i. (4) 
§ 3.6 曾 给 出 Poisson 求 和 公式 成 立 的 充分 条 件 , 此 处 不 再 讨论 它 
们 成 立 的 条 件 虽 . 
由 (3) 形式 地 可 知 玉 (nwo) 是 周期 洱 数 荆 ，g (zt) 的 Fourier 系 


| 二 有 min t 1 
一 元 之 4 (nwo er ,wo 一 示 .(3) 


@ 本 附录 只 介绍 近似 计算 方法 ,各 公式 成 立 的 严格 条 件 都 不 作 讨 论 . 
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了 


Fooo) 一 | gC)e- modi. (5) 
= 


要 计算 FC(w) 的 取样 值 下 (nwo), 需 用 到 以 下 结论 :; 
若 了 是 任意 正常 数 ,V 是 任意 正 整数 ,及 


了 1 
人 
如 一 1 
1 Tn 
gmT) = FOC) ， (6) 


其 中 Www 一 evg 与 G 由 (2) 式 给 出 . 
这 个 结论 可 如 下 导出 .由 (3) 式 知 


gmT) 一 元 DD Fw een = oD Fw) WY (7) 


= 一 co k=-—o0 


其 中 Ww==e”™*, 设 用 NN 去除 后 得 余数 为 n,k, 可 以 写成 
k=n+ jyN. 
& 的 变化 范围 是 从 一 ce 到 ce, 从 而 7 的 变化 范围 也 是 从 一 oo 到 oc. 
而 n 的 取 值 范围 是 1 一 0 1，……， 人 一 1， 注意 到 
WN=1, Wh = WN = W™. 
于 是 (7) 可 改写 成 


g (mT)= 27 Fn Nw WE 


一 0 7 co 
1 


Ww >) Fn + JN)w,o), (8) 


n=0 jj 一 一 co 


式 中 
> Fn iN)w) = > Fonw + Jw) = Gnwo), 


一 一 oo JJ 一 一 co 


因此 由 (8) 便 得 到 (6) 式 ， 
在 (6) 式 中 , 令 区 一 0,1,…,N 一 1, 得 到 NN 个 方程 . 求 这 个 方 
程 组 的 解 {G (nwo ) } (n= 0, 1， 一 1), 亦 即 求 出 用 取样 值 
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gzT1) 表 示 Gnwo) 的 关系 式 ， 
一 般 来 说 , 求 出 GCnwo) 还 不 能 决定 (nwo). 但 是 , 若 
Flw)=0, |ol >>0， (9) 
并 且 2c, 则 
po ee a (10) 
如 果 函 数 (2) 虽然 并 不 满足 条 件 (9) ,但 是 取 ww 足够 大 , 汝 |owl|> 


全 时 ,Cw) 可 以 忽略 ,那么 , 当 |nwo | 一 委 时 ,FCnwo) 近 似 地 等 于 


Glnwo), 称 下 (nwo) 一 GCnwo) 为 误差 . 
以 上 讨论 表明 ; 计算 傅 里 时 变换 的 取样 值 已 Cawo) 可 以 简化 
为 求 形 如 以 下 _N 个 方程 组 成 的 方程 组 的 解 ， 


六 一 1 
4 一 DaaW™, m= 0,1,,N—1, (11) 
n=0 


其 中 Ww 一 e*™", 这 个 方程 组 的 解 为 


太一 1 
Ca 一 广 3 AW 1 一 0 1 A 三 (12) 
k=0 
只 要 注意 到 Ww 二 1, 以 及 
WN 1 

N 一 1 N 记 

SD Wa 2 | 本 二 ， Mm 天 下， 

n=0 N, pa 


将 (12) 式 代入 (11) 式 , 便 可 验证 (12) 式 给 出 的 a, 是 方程 组 (11) 的 
解 . 因此 ,方程 组 (6) 的 解 是 


N—1 
G nwo) 让 Ti > gERT)WN”, 好 一 0 1，……， 八 = (13) 
k=0 


8 2 快速 Fourier 变换 (FFT) 


本 节 研 究 (12) 式 给 定 的 N 个 数 ax 的 具体 算法 ( 亦 即 (13) 式 
的 具体 算法 ). 由 于 加 法 运算 通常 比 乘法 运算 快 ,所 以 快速 算法 的 
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思想 就 是 要 尽量 减少 乘法 运算 . 例如 al 十 ac 一 4a(2 十 c), 用 左 式 计 
算 要 做 两 次 乘法 ,而 用 右 式 计算 则 只 做 一 次 乘法 . 由 (12) 式 计算 
a 时 ,对 每 个 确定 的 ,要 做 NN 次 乘法 , 普 共 要 做 NM: 次 乘法 . 若 用 
以 下 快速 算法 (把 一 些 相同 的 项 合并 ), 当 N 一 2" 时 ,就 可 以 把 乘 
法 总 数 由 N? 减少 到 分 InsN. 当 N 数 很 大 时 ,计算 速度 明显 提高， 
这 种 “快速 传 里 叶 变换 ”的 算法 是 1965 年 由 Cooley-Tukey 提出 
的 . 

设 入 =2”,m 是 正 整数 . 记 Ew 一 Ww! 二 e ” , 易 知 EN 二 1. 又 


记 cs 一方 4 于 是 (12) 改 写成 
N—1 


dn 一 Se: nn 二 Oly NN = (14) 


=0 


下 面 以 NN 二 2 一 8 为 例 介 绍 这 种 算法 ,这 时 (14) 式 中 “一 0,1， 
… ,7. 我 们 用 二 进 制 数 表 未 与 为 
k= 22k 二 2k 十 2 ,= 0,], J 二 0,1,2, 
1 一 2272 十 22 十 20，712 一 0,1，: 一 0,1,2， 
对 (15) 式 表示 的 与 n 记 为 
k= (koskisko), n= (nnn0), (16) 
例如 ,2 一 (0,1,0), 5 一 (1, 0，1)， 
记 五 一 无, 将 (15) 代 人 (14) ,得 到 


(15) 


7 
2 一 C(77 Ni No) 一 DoE” 


此 一 0 


1 1 1 
罗 之 > Dy chs ,ky Ro ES ttohté ntam tn (17) 


k=0k =0k,=0 


注意 到 = 二 B= 二 E"=1, 我 们 有 


Fyt ak tk) 2 nz 十 2n1 十 00) 一 FE? har0t 2h (2m1 十 an? 十 如 (2 ng 十 2n1 十 n0) 
== Fa ("000) Fe*1 Cm"00) OD Wi (18) 
把 (18) 式 代入 (17) 式 ,得 到 
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a (ns 9 了 81 ,710) 


1 1 1 
a 2 (2 [2 Ck,» ki sko) Ekaro'0 | 本 ,020) } Eo ma0) ， 
1 二 0 hs=0 


(19) 
在 (19) 式 中 , 方 括号 内 的 和 只 与 no, 和 ,ko 有关, 我们 记 它 为 ciCno， 
ki ,ko), 


1 
ci(noski ,Ro) = Dye kas hk ;Ro 本 和 ono'00)， 
kz 一 0 
类 似 地 记 花 括号 内 的 和 为 
1 
cs (No ni ko) 一 > Ci (ao ki ko) Emm 


然后 由 (19) 式 得 到 


1 


mk 
a(n, ?3219720) 二 Ca (720 71 723 ) -一 > Ca (no snl ;ob hd 1 "op) 
,二 0 
0 


这 就 是 N= 二 8 情形 所 要 计算 的 结果 ， 

一 般 地 , 设 入 二 2”".& 与 的 二 进 制 表示 为 
ty Wy 
nn 二 Nn) 一 27 50 1 十 … 十 22 十 no， 

gi,n, 取 值 为 0 或 1,j==0,1,…,m 一 1, 由 此 (14) 式 可 写成 


Cn 一 a (nm 9°"° sl ,110) 


一 和 “re 2 hm Sor Rk Eo "m0 20) 


A SD ',m 一 1. 因为 BN=1; 当 k= 


,=0 


1(mod N) 时 ,二 Ev 我 们 有 


m—1 mm—1 
EMm— 1? kk Cn Rj) 一 电 、 1 2 nm 一 1 十 ”十 341 十 207 


me 


ao 1 加 一 2 m1 
过 三 Ez? kot+2 上 2 十 no07 十 十 (2 Pop 1 十 十 2n1 十 ao) 


2 Fe~1 00" :0) Fm—2 C1 00" 0 Pom no) 
N N N . 
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将 它 代 人 (20) 式 ,得 到 


a (Nm_1 9""* 7] ,10) 


= 2 {2 2 (Dek sss hy ho) Bro" 
kl 上 下 


Wm—1 


e 


kan 0 0) | k(n a" 9] sn00) C1 站] 920) 
上 En 。 


由 此 得 到 递 推 公式 : 
Co (Rn_1 本 ;Ro) 一 CCR 1 i sR ,ko) y 


Cl (10 天， ) 一 DD ,sk ,ko) Ein 


kn—1l 


C2 (no 9 了 21 Rn_3 和 ;1 ,ko) 


k Em (n sn >»0, ,0) 
> Danos kn s,s ki ko) Err 人 ” 
m—2 


ci(no 1219 5327 一 1 1 "kl ,ko) 


| 全 
一 DC EY ) 殖 各 i 
k 
mi 


ka Cn 
Cm HosNnis es Nm-1) = Demi no ns nm a ko) Er We 


如 


而 且 最 后 有 


CC ls sR ,10) 二 Cm (nho 9 了 1 9 32m 1 7)。 
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0)》 


00+0* 30) 


le »] ,70) 


附 表 1 一些 函数 的 Fourier 变换 


f(z2) 


fwW=| fe dz 


(Tf) (7)= f(x—h) 
es f(r) 
flar) (ax 0) 


(f x pg) (7) 
f (x)8(7) 
Ce) 
rf (2) 

1， |x|&a, 
X.(X) = ee 
(1— |z|)X (zx) 


i (v >0) 


Me (o>0) 

ER 

1 二 

A 

nT(7T:|y) 

ead Ti f(z dy 
$=+0 TR lul26 u 


Ey 
f(t—h) 

lal tf Cz/a) 

f 0) B08) 

(f x £) 人) 
(2n1t) f(t) 
(2r) (Ff) C4) 


sin2nat 
Tt 


| sinzcz 1 2 


nt 


I 
ud 
(4na) ze /4 


ne ?ll 


一 2ry 上 | 


一 1Csgnt)e 


—i(sgn1)f (1) 


注 ” 表 中 Fourier 变换 结果 成 立 所 需 的 条 件 不 再 叙述 , 详 见 书 中 有 关 章 节 . 
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附 表 2 ”一 些 广义 函 数 的 Foruier 变换 


人 dB P= up) ES) 
Dvw (2mt) a 
(—2nir)u DA 
thd 2 
eu CD 
1 CE) 
9(CZ) ] 
和 Gi/2r)5D4C) 
D 5(z) (2rlt) 
roB(z) 一 人 (zz 一 Q) — 2mat 
EE SC 一 0) 
sinax 二 [让 二 雪 - 放 一 去 | 
cosax lh +6|: 一 又 | | 
zr — nlsgnt 
0 (—1/296 大 
Ea —2(7+ln2x|t|) 
nor 一 | 元 [+78GD | 


2 dCz —mT) 


注 表 中 的 常数 7 一 | 二 -cosz dy 一 站 cosy i 
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[1] 
[2] 


[3] 


[ 4] 


[5] 


[6] 


[7 
[8] 


E93 


[10] 


LI 


L12| 
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